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Einleitung
Es sei AK eine abelsche Varieta¨t u¨ber einem globalen Ko¨rper K, d.h. einem
Zahlko¨rper oder einer endlich erzeugten Ko¨rpererweiterung vom Transzendenzgrad
1 eines Ko¨rpers k, der in K algebraisch abgeschlossen ist. Man fixiere einen algebrai-
schen Abschluß K¯ vonK und ein Geradenbu¨ndelL auf AK . Ein klassisches Resultat
von A. Ne´ron und J. Tate besagt die Existenz einer kanonischen Ho¨henfunktion
hˆL : AK(K¯) −→ R,
die im geometrischen Fall schon rationale Werte annimmt, nur von der Isomorphie-
klasse von L abha¨ngt und vertra¨glich mit Basiswechsel ist. Ist L ∈ Pic0(AK), d.h.
ist LK¯ = L ⊗K K¯ algebraisch a¨quivalent zum trivialen Geradenbu¨ndel auf AK¯ , so
induzieren die Ho¨henfunktionen hL die Ho¨henpaarung
< ·, · >: AK(K¯)× A∨K(K) −→ R.
Betrachtet man etwas allgemeiner Geradenbu¨ndel auf AK ×K L fu¨r eine endliche
Erweiterung L|K, so la¨ßt sich die Ho¨henpaarung kanonisch auf AK(K¯) × A∨K(K¯)
ausdehnen. Bezeichnet PK das Poincare´bu¨ndel auf AK ×K A∨K , so na¨hrt die Formel
< x,L >= hˆPK (x,L ), (x,L ) ∈ (AK ×K A∨K)(K¯),
die Vermutung, daß eine geometrische Beschreibung der Ho¨henpaarung existiert.
Dies ist in der Tat richtig, wie folgende Betrachtung im Funktionko¨rperfalle zeigt:
Es sei S das regula¨re Modell von K, d.h. das zusammenha¨ngende, glatte und ei-
gentliche k-Schema mit Funktionenko¨rper K, und AS (resp. A
∨
S) das Ne´ron-Modell
von AK (resp. A
∨
K) u¨ber S. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daß AK gute
Reduktion besitze, AS also ein abelsches Schema ist. Je zwei Punkte x ∈ AK(K¯)
und L ∈ A∨K(K¯) sind u¨ber einem endlichen Zwischenko¨rper L von K¯|K definiert
und geben in kanonischer Weise Schnitte x ∈ AS′(S ′) bzw. L ∈ A∨S′(S ′), wobei S ′
die Normalisierung von S in L und AS′ der Basiswechsel von AS bezu¨glich des endli-
chen Morphismus pi : S ′ → S ist. Dann ist (x,L )∗PS′ ein Geradenbu¨ndel auf S ′ und
man setzt (x,L )∗PS = 1deg(S′:S)pi∗((x,L )
∗PS′) ∈ Pic(S)Q. Dies ist unabha¨ngig vom
gewa¨hlten Zwischenko¨rper L und mit der Gradabbildung degS/k : Pic(S)Q → Q gilt
< x,L >= degS/k(x,L )
∗PS.
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Im arithmetischen Fall gilt eine analoge Formel (vgl. [MB], S. 70ff), wenn man das
Poincare´bu¨ndel auf dem Modell an den archimedischen Stellen mit der kubischen
Metrik versieht und den Grad im Arakelovtheoretischen Sinne bildet. Ein Vorteil
dieser Beschreibung der Ho¨henpaarung ist ihre offensichtliche Zerlegung in lokale
Ho¨henpaarungen, die durch Schnitttheorie auf Modellen berechnet werden ko¨nnen.
Es sei XK nun eine glattes projektives Schema der Dimension d u¨ber K. Dann ist
die Picardvarieta¨t (Pic0XK/K)red eine abelsche Varieta¨t, deren duale abelsche Varieta¨t
die Albanesevarieta¨t AlbXK/K ist, und man hat kanonische Abbildungen
CH1(XK)alg −→ Pic0XK/K(K), CHd(XK)hom −→ AlbXK/K(K).
Da der Kokern der Inklusion CH1(XK)alg ⊆ CH1(XK)hom nach einem Ergebnis von
Matsusaka ([K], S. 312, Cor. 1) eine Torsionsgruppe ist, erha¨lt man durch Kompo-
sition mit der Ne´ron-Tate-Ho¨henpaarung fu¨r die Picard- und Albanesevarieta¨t eine
Ho¨henpaarung
< ·, · >: CH1(XK)hom × CHd(XK)hom → R
fu¨r homologisch triviale Divisoren und Nullzykel vom Grad 0. Diese Paarung wurde
von Beilinson und Bloch ([Be2],[Bl2]) unter gewissen Voraussetzungen an XK , die
im Falle guter Reduktion immer erfu¨llt sind, zu einer Paarung
< ·, · >: CHn(XK)hom × CHd+1−n(XK)hom → R
von Chowgruppen homologisch trivialer Zykel komplementa¨rer Kodimension erwei-
tert. Der Ausgangspunkt fu¨r die weiteren U¨berlegungen ist folgende Beobachtung
von Bloch: Es sei S eine quasiprojektive Kurve u¨ber einem Ko¨rper und XS/S ein
glattes und eigentliches Modell von XK und bezeichnet CH
n(XS/S)hom die zur
Pra¨garbe (U → S) 7→ CHn(XS×SU)hom assoziierte e´tale Garbe, so existiert eine ka-
nonische e´tale Gm-Biextension E von CHn(XS/S)hom×CHd+1−n(XS/S)hom, die die
Poincare´-Biextension verallgemeinert. Ist W ein homologisch trivialer, (d + 1− n)-
kodimensionaler Zykel auf XS, so hat man eine exakte Sequenz von Garben
0 −→ Gm,S −→ ECHW −→ CHn(XS/S) −→ 0,
die durch Betrachten einer langen exakten Sequenz von ho¨heren Chowgruppen
und Bilden eines geeigneten Pushout entsteht. Die Einschra¨nkung dieser Sequenz
auf CHn(XS/S)hom ist die Faser der Biextension E u¨ber dem Schnitt W ∈
CHd+1−n(XS/S). Zwei homologisch triviale Zykel Z ∈ Zn(XK)hom und W ∈
Zd+1−n(XK)hom, die sich nicht schneiden, definieren einen Schnitt im Produkt die-
ser Garben. Durch Zuru¨ckziehen der Biextension E mit diesem Schnitt erha¨lt man
ein e´tales (und damit Zariski-) Geradenbu¨ndel (Z,W )∗E auf S. Das Hauptergebnis
des ersten Kapitels ist, daß dieses Geradenbu¨ndel die Ho¨henpaarung von Bloch und
Beilinson berechnet, genauer, daß die Gleichung
< Z,W >= degS/k((Z,W )
∗E)
iii
besteht. Die Beweisidee ist dabei die folgende: Analog zum klassischen Fall la¨ßt
sich sowohl die Ho¨henpaarung von Bloch und Beilinson, wie auch die Konstruktion
der Biextension E e´tale-lokal auf S beschreiben. Zu fixierten homologisch trivia-
len Zykeln Z und W , die sich generisch nicht schneiden, betrachte man die (mit
denselben Symbolen bezeichneten) flachen Ausdehnungen auf das Modell XS. Der
0-dimensionale Schnittzykel von Z und W liegt in den abgeschlossenen Fasern des
Morphismus XS → S und beschreibt deren Ho¨henpaarung. Andererseits definie-
ren die Zykel Z und W ein Pullback (Z,W )∗E der Biextension E auf die Basis S.
Auf einer geeigneten e´talen Umgebung eines abgeschlossenen Punktes s von S ist
(Z,W )∗E mit einer durchW induzierten Trivialisierung wie auch mit einem durch Z
definierten rationalen Schnitt versehen. Es stellt sich heraus, daß sich der lokale Grad
von (Z,W )∗E durch die lokale Schnittzahl des zykeltheoretischen Schnitts in der Fa-
ser u¨ber s berechnen la¨ßt und daher mit der lokalen Ho¨henpaarung u¨bereinstimmt.
Da mit dem Moving-Lemma zwei homologisch triviale Zykel Z ∈ Zn(XK)hom und
W ∈ Zd+1−n(XK)hom durch rationale A¨quivalenz zu Zykeln Z˜ und W˜ , die sich nicht
schneiden, verschoben werden ko¨nnen, ist die Bloch-Beilinson-Ho¨henpaarung durch
die angegebene Konstruktion festgelegt.
Im Gegensatz zum ersten Teil der vorliegenden Arbeit, in der lokale und glo-
bale nichtarchimedische Ho¨henpaarungen studiert werden, befaßt sich der zwei-
te Teil mit einer lokalen archimedischen Ho¨henpaarung und deren Beschreibung
durch eine geeignete Metrisierung der Blochschen Biextension E. Es sei dazu X
ein d-dimensionales glattes projektives Schema u¨ber C. Die Blochsche Biextensi-
on E liefert in diesem Fall eine C×-Biextension von CHn(X)hom × CHd+1−n(X)hom.
Die Chowgruppen von homologisch trivialen Zykeln CHn(X)hom bilden sich u¨ber
die ho¨heren Abel-Jacobi-Abbildungen jn in die intermedia¨ren Griffith-Jacobischen
Jn(X) ab. Fu¨r komplementa¨re Kodimensionen n und d + 1 − n sind die kom-
plexen Tori Jn(X) und Jd+1−n(X) zueinander dual und damit tra¨gt das Produkt
Jn(X) × Jd+1−n(X) die kanonische Poincare´-Biextension P. Nach Resultaten von
Mu¨ller-Stach ist das Pullback (jn × jd+1−n)∗P kanonisch isomorph zur Blochschen
Biextension E. Versieht man P mit der eindeutig bestimmten Metrik mit trans-
lationsinvarianter Kru¨mmung, welche die Rigidifizierung respektiert, so wird E in
offensichtlicher Weise eine metrisierteC×-Biextension. Zu zwei homologisch trivialen
Zykeln Z ∈ Zn(X)hom und W ∈ Zd+1−n(X)hom, die sich nicht schneiden, kann man
die Faser EW,Z definieren. Dies ist ein eindimensionaler metrisierter C-Vektorraum,
versehen mit einem durch Z definierten Element {Z}W . Das Hauptresultat dieses
Abschnittes ist, daß die Norm des so gebildeten Elements die archimedische Schnitt-
zahl von Z und W berechnet, genauer die Formel
< Z,W >arch= log(||{Z}W ||2kan,W,Z)
gilt. Der Beweis dieses Theorems ergibt sich dabei in zwei Schritten: Die Norm
||{Z}W ||kan,W,Z kann nach Konstruktion im Poincare´bu¨ndel auf den intermedia¨ren
Griffith-Jacobischen berechnet werden. Die invariante Norm definiert maximalkom-
pakte Untergruppen der Restriktion von P auf die Fasern. Diese Untergruppen cha-
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rakterisieren gleichzeitig aber auch die Restriktion der archimedischen Ho¨henpaa-
rung, was die Vergleichsaussage liefert.
Der dritte Teil dieser Arbeit bescha¨ftigt sich mit einer mo¨glichenK-theoretischen
Interpretation der Blochschen Biextension fu¨r die Chowgruppen. Es sei S eine glatte
Kurve u¨ber einem Ko¨rper und X ein glattes projektives Schema u¨ber S. Ist W eine
irreduzible abgeschlossene Teilmenge von X, so wird in [Bl3] eine relative K-Gruppe
K(X,W ) konstruiert. In Verallgemeinerung hierzu modellieren nach dem Vorbild
der ho¨heren relativen Chowgruppen ho¨here relative K-Gruppen fu¨r beliebige Zykel
W auf X. Dabei werden Multiplizita¨ten geometrisch realisiert als Homotopiefasern
der n-Multiplikation auf simplizialen Garben, welche die K-Theorie berechnen. Die
relativen Gruppen ergeben sich durch eine Kegelbildung. Vermo¨ge simplizialer Me-
thoden wird ein relativer ho¨herer Cherncharakter konstruiert, der vertra¨glich mit
den langen exakten relativen Sequenzen ist. Ist W ein regula¨rer Zykel (d.h. alle
Primkomponenten von W sind regula¨r), so zeigen wir ein Riemann-Roch-Theorem
fu¨r die relativen K-Gruppen. Dies verallgemeinert das entsprechende Theorem in
[Bl3] fu¨r Primzykel auf beliebige Zykel. Wir nehmen nun an, daß W homologisch
trivial entlang den geometrischen Fasern von X → S ist. Es bezeichne K0(X/S)
die zu (U ⊆ S) 7→ K0(XU) assoziierte Zariskigarbe auf S. Diese Garben tragen eine
γ-Filtration und durch Bildung eines geeigneten Pushouts erha¨lt man in Analogie
zur Blochschen Konstruktion von ECHW eine Extension E
K
W von gr
n
γK0(X/S)Q durch
Gm,S,Q. Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist die Existenz eines kommutatives Dia-
gramms
0 −−−→ Gm,S,Q −−−→ EKW −−−→ grnγK0(X/S)Q −−−→ 0
=
y ∼=y ∼=y
0 −−−→ Gm,S,Q −−−→ ECHW,Q −−−→ CHn(X/S)Q −−−→ 0
von Zariski-Garben auf S, dessen mittlerer vertikaler Morphismus ein Isomorphismus
ist. Dabei ist Anzumerken, daß die Gesamtheit aller unteren Zeilen fu¨r homologisch
triviale Zykel W die Blochsche Biextension beschreiben, wir also mittels des oberen
Diagramms eine K-theoretische Interpretion derselben haben. Die obere Zeile dieses
Diagramm kann aber in einer weitaus allgemeineren Situation gebildet werden: Ist S
ein regula¨res, noethersches, affines Schema und X u¨ber S quasiprojektiv, so existiert
eine γ-Filtration auf der ho¨heren (relativen) K-Theorie von X und man kann obige
Konstruktion durchfu¨hren. Dies ist interessant fu¨r Anwendungen in der Theorie der
arithmetischen Schemata.
Zuletzt untersuchen wir eine weitere Mo¨glichkeitK-Garben und Ho¨hentheorie zu
verbinden. Dieser Teil ist unabha¨ngig von den vorgehenden Kapiteln. Ho¨henpaarun-
gen von Zykeln wurden zuerst von Bloch und Beilinson mittels K-theoretischer Me-
thoden eingefu¨hrt, wobei sich globale aus lokalen Ho¨henpaarungen berechnen. Dabei
definiert Bloch lokale Paarungen in der folgenden Situation: Es sei S ein diskreter
Bewertungsring mit generischer Charakteristik 0, X ein glattes projektives Schema
u¨ber S undF • ein Komplex von koha¨renten Garben, dessen Cherncharakter entlang
vden geometrischen Fasern von pi : X → S verschwindet. Es sei F+ (bzw. F−) die
Summe der geraden (bzw. ungeraden) Komponenten vonF •. Die Schnittabbildung,
die einem Vektorbu¨ndel V auf X das direkte Bild pi∗(F+⊗V )−pi∗(F−⊗V ) auf S
zuordnet, wird als stetige Abbildung von topologischen Ra¨umen, die die K-Theorie
von X bzw. S berechnen, realisiert. Die Fundamentalgruppe der Homotopiefaser
ergeben nach Tensorieren mit Q eine Extension
0 −→ K1(S)Q −→ E(F •, X/S) −→ K0(X)Q −→ 0.
von K0(X)Q durch K1(S)Q = Gm,S,Q(S). Es sei nun S ein eindimensionales, re-
gula¨res, integres Schema mit generischer Charakteristik 0. Zu einem glatten und
projektiven Schema X u¨ber S und einem homologisch trivialen Komplex F • auf
X studieren wir das Verhalten der obigen Konstruktion unter flachem Basiswechsel
und nach Garbifizieren erhalten wir so eineGm,S,Q-Extension der relativen K-Garbe
K0(X/S)Q. Wir weisen nach, daß diese K-Garbe die Eigenschaften der lokalen Ex-
tension von Bloch verallgemeinert, also additiv ist, nur von der Homologie von F •
abha¨ngt und fasernweise aus der Konstruktion von Bloch u¨ber diskreten Bewertun-
gringen besteht. Als Ergebnis erhalten wir eine Extension von Zariski-Garben
0 −→ Gm,S,Q −→ E K0 (F •, X/S)Q −→ K0(X/S)Q −→ 0
auf S. Fu¨r den Fall, daß F eine Auflo¨sung eines homologisch trivialen Zykels W auf
X ist, vermuten wir, daß dieses Objekt eine γ-Filtration tra¨gt und der U¨bergang
zum assoziierten graduierten Objekt die zuvorgehend betrachtete K-theoretische
Extension liefert. Dies sei einer weiteren Arbeit vorbehalten.
An dieser Stelle mo¨chte die Gelegenheit nutzen, mich recht herzlich bei Herrn
Prof. Dr. K. Ku¨nnemann fu¨r die zahlreichen Anregungen und die freundliche Be-
treuung dieser Arbeit zu bedanken. Des weiteren mo¨chte ich den Herren Professoren
Dr. U. Jannsen, Dr. S. Bloch und Dr. C. Soule´ dafu¨r danken, daß sie sich die Zeit
genommen haben, mit mir einige Problemstellungen dieser Arbeit zu diskutieren.
Meinem Kollegen Dr. N. Heinz danke ich fu¨r rege Diskussionen und die unermu¨dliche
Arbeit, die er sich bei der Durchsicht dieser Dissertation gemacht hat.
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Kapitel I. Schnittzahlen und Gm-Biextensionen
Es sei S eine glatte Kurve u¨ber einem Ko¨rper und X ein glattes, projektives Schema
u¨ber S. In [Bl1] konstruiert S. Bloch eine Gm,S-Biextension ECH gewisser Chowgar-
ben. Diese Biextension entha¨lt schnitttheoretische Informationen fu¨r homologisch
triviale Zykel komplementa¨rer Kodimension auf X. Sind genauer Z undW zwei sol-
che Zykel, so kann man zu ECH ein Geradenbu¨ndel LW,Z auf S assoziieren, dessen
Grad die Schnittzahl von Z und W ist. Dies ist das Hauptergebnis des vorliegenden
Kapitels (Satz 3.4.1). Um den Beweis vorzubereiten, wird zuna¨chst die Blochsche
Konstruktion von ECH rekapituliert. Dabei wird der Begriff von relativen Chowgrup-
pen fu¨r Zykel, der in [Bl1] implizit autaucht, genau definiert (Definition 1.2.2) und
Grundeigenschaften bewiesen (Lemma 1.2.3, 1.2.4). Es schließt sich ein Abschnitt, in
dem der Begriff der Biextensionen erla¨utert wird, an. Desweiteren werden fehlende
Details bei der Konstruktion von ECH ausgefu¨hrt (Prop. 2.2.1ff).
§ 1. Grundlegende Notationen
Es sei X ein Schema von endlichem Typ u¨ber einem Ko¨rper und W ein abgeschlos-
senes Unterschema von X. In dieser Situation wurden relative ho¨here Chowgruppen
CHp(X,W, q) erstmals von S. Bloch in [Bl3] eingefu¨hrt. Der allgemeinere Begriff der
relativen ho¨heren Chowgruppen fu¨r einen Zykel W taucht zwar implizit in [Bl1] auf,
allerdings ist dem Autor keine Referenz zur Definition dieses Begriffs bekannt. Fu¨r
die vorliegende Arbeit erweist es sich daher als notwendig, die Definition fu¨r den
allgemeineren Fall eines Zykels W zu geben, also Multiplizita¨ten zu beru¨cksichti-
gen. Unter Benutzung eines geeigneten Abbildungskegels ergibt sich dieser Begriff
in natu¨rlicher Weise; insbesondere folgt die Existenz einer langen exakten Sequenz
fu¨r relative ho¨here Chowgruppen. Die folgenden Abschnitte beschreiben diese ver-
allgemeinerte Konstruktion.
1.1. Simpliziale Objekte. Es sei ∆ die Kategorie, deren Objekte die geord-
neten Mengen ∆n = {0, . . . , n}, n ∈ N, und deren Morphismen f : ∆n → ∆m
monoton wachsende Abbildungen sind, d.h. es gilt f(i) ≤ f(j) fu¨r i ≤ j. Fu¨r n ≥ 1
und 0 ≤ i ≤ n definiert man Morphismen δni : ∆n−1 → ∆n vermo¨ge
δni (j) =
{
j fu¨rj < i,
j + 1 fu¨rj ≥ i,
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und fu¨r n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n, Morphismen σni : ∆n+1 → ∆n via
σni (j) =
{
j fu¨rj ≤ i,
j − 1 fu¨rj > i.
Diese Morphismen bilden ein Diagramm der Form
· · · 44 99
σ2i
AA∆2oo
oooo
δ2ioo
44
σ1i
99∆1oo
oo
δ1ioo
σ0i
44 ∆0oo
δ0ioo
in ∆ und genu¨gen den Relationen
δn+1i δ
n
j = δ
n+1
j−1 δ
n
i fu¨r i ≤ j,
σni σ
n+1
j = σ
n+1
j σ
n
i fu¨r i ≤ j,
δni σ
n+1
j = σ
n+1
j δ
n
i fu¨r i < j,
δni σ
n+1
j = σ
n+1
j δ
n
i fu¨r i > j,
δnj σ
n+1
j = σ
n+1
j δ
n
j = id∆j .
Zu jedem Morphismus f ∈ Hom∆(∆n,∆m) gibt es eindeutig bestimmte natu¨rliche
Zahlen s, t, i1, . . . , it, j1, . . . , js mit 0 ≤ is < . . . < i1 ≤ m ,0 ≤ j1 < . . . < jt ≤ n,
n+ s = m+ t derart, daß f eine Faktorisierung der Form
δi1 ◦ · · · ◦ δis ◦ σj1 ◦ · · · ◦ σjt
besitzt. Ein kontravarianter Funktor S : ∆ → C in eine Kategorie C ent-
spricht daher der Vorgabe einer Familie von Objekten (Xn)n∈N aus C , Morphismen
δni : Xn → Xn−1 mit n ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n, und Morphismen σni : ∆n → ∆n+1 mit n ≥ 0,
0 ≤ i ≤ n, sodaß die zu den obigen Relationen dualen Relationen erfu¨llt sind.
Ein simpliziales Objekt in einer Kategorie C ist ein kontravarianter Funktor
S : ∆→ C und ein Morphismus von simplizialen Objekten S1 und S2 in C ist eine
natu¨rliche Transformation f : S1 → S2 von Funktoren. Die simplizialen Objekte in
C und deren Morphismen bilden eine Kategorie ∆(C ).
Eine simpliziale abelsche Gruppe ist ein simpliziales Objekt in der Kategorie der
abelschen Gruppen. Ist
G• = · · ·
δ2i // ////// G2
δ1i // ////jjbb
σ2i
[[ G1
δ0i ////jj
σ1i
ee G0
σ0i
jj
eine simpliziale abelsche Gruppe, so definiert man Homomorphismen
dn+1 : Gn+1 → Gn, n ≥ 0, dn =
∑n
i=0(−1)iδni . Setzt man Gn = 0, n < 0,
und dn = 0, n ≤ 0, so gilt fu¨r diese Morphismen dndn+1 = 0, n ∈ Z, und somit
ist (G•, d•) ein Komplex abelscher Gruppen. Die Homologie der simplizialen
abelschen Gruppe G• ist definiert als Homologie des Komplexes (G•, d•), also
Hp(G) = Hp(G•, d•). Diese Bildung ist offensichtlich funktoriell in G•.
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1.2. Ho¨here Chowgruppen. Wie geben in diesem Abschnitt eine Definition
fu¨r ho¨here relative Chowgruppen CHp(X,W ) fu¨r algebraische SchemataX und Zykel
W auf X. Als Referenz sei auch auf [Bl3], [Bl4] und [MS1] verwiesen.
Es sei k ein Ko¨rper. Das Standard n-Simplex ∆n, n ≥ 0, in der Kategorie der
lokal-algebraischen (d.h. lokal von endlichem Typ) k-Schemata ist definiert durch
∆n = spec k[T0 . . . , Tn]/(
n∑
i=0
Ti − 1) ∼= Ank .
Ist ρ : {0, . . . ,m} → {0 . . . , n} eine monoton wachsende Abbildung, so sei
ρ˜ : ∆m → ∆n der durch den k-Algebren-Homomorphismus
k[T0 . . . , Tn]/(
n∑
i=0
Ti − 1) −→ k[T0 . . . , Tm]/(
m∑
j=0
Tj − 1), Ti 7−→
∑
ρ(j)=i
Tj
definierte Morphismus von k-Schemata. Ist ρ surjektiv, so ist ρ˜ flach und fu¨r injek-
tives ρ ist ρ˜ eine regula¨re abgeschlossene Immersion der Kodimension n −m. Das
Bildschema in ∆n heißt eine Seite von ∆n. Zu einem lokal-algebraischen k-Schema
X und p ≥ 0 sei zp(X,n) die freie abelsche Gruppe erzeugt von der Menge der integ-
ren, abgeschlossenen Unterschemata Y ⊆ X×k∆n der Kodimension p, die jede Seite
X ×k ∆m ⊆ X ×k ∆n von X ×k ∆n eigentlich schneiden, d.h. Y ∩X ×k ∆m ist von
reiner Kodimension p+ n−m in X ×k ∆n. Folglich sind fu¨r jeden Morphismus der
Form ρ˜ die irreduziblen Komponenten von (idX ×kρ˜)−1(Y ) = Y ×X×k∆n X ×k ∆m
von Kodimension p in X ×k ∆m. Sind Yi, i ∈ I, die irreduziblen Komponenten von
(idX ×kρ˜)−1(Y ) und ni die Multiplizita¨ten von Yi in (idk×kρ˜)−1(Yi), so induziert
die Vorschrift ρ˜∗ : zp(X,n) → zp(X,m), [Y ] 7→ ∑i∈I ni[Yi], einen kontravarianten
Funktor
zp(X, ·) : ∆ −→ (Ab), n 7−→ zp(X,n)
in die Kategorie der abelschen Gruppen (Ab), also eine simpliziale abelsche Gruppe
zp(X, ·).
Definition 1.2.1 ([Bl3], S.267ff). Fu¨r ein algebraisches (d.h. von endlichem Typ)
k-Schema X sind die ho¨heren Chowgruppen CHp(X, q) definiert als Homologie der
simplizialen abelschen Gruppe zp(X, ·), also
CHp(X, q) = Hq(z
p(X, ·)).
Es sei Vk die Kategorie der a¨quidimensionalen quasiprojektiven Schemata u¨ber k
und k-algebraischen Morphismen. Die ho¨heren Blochschen Chowgruppen CHp(X, q)
haben folgendes Eigenschaften:
i) Ist X eine Varieta¨t in Vk, so gilt fu¨r die gewo¨hnlichen Chowgrup-
pen in der Kodimensionindizierung nach [F] die kanonische Isomorphie
CHp(X, 0) = CHp(X).
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ii) Ist f : X → Y ein eigentlicher Morphismus in Vk von relativer Dimension
d = dimX − dimY , so hat man einen kanonischen Gruppenhomomorphismus
f∗ : CHp(X, q)→ CHp−d(Y, q). Diese Bildung ist kovariant funktoriell.
iii) Es sei f : X → Y ein Morphismus in Vk. Ist f von vollsta¨ndigem
Durchschnitt oder ist f flach, so hat man einen Gruppenhomomorphismus
f ∗ : CHp(Y, q) → CHp(X, q). Dabei nennt man f ∗ im ersten Fall Gysinmor-
phismus und im zweiten Fall flaches Pullback. Ist f flach und von vollsta¨ndi-
gem Durchschnitt, so stimmen flaches Pullback und Gysinmorphismus u¨be-
rein. Insbesondere ist f ∗ fu¨r glattes Y definiert. Diese Bildung ist kontravari-
ant funktoriell, und Gysinmorphismen vertauschen mit flachem Pullback und
eigentlichem Pushforward.
iv) Sind X, Y ∈ Vk, so hat man eine Z-bilineare Abbildung
CHp(X, q) × CHr(Y, s) → CHp+r(X ×k Y, q + s). Ist X glatt, so indu-
ziert der Diagonalmorphismus ∆X/k : X → X ×k X mit iii) eine Struktur
als bigraduierter Ring auf CH∗(X, ∗) = ⊕p,q∈NCHp(X, q). Dieser ist
antikommutativ bezu¨glich q.
v) Fu¨r glatte X, Y ∈ Vk und f : X → Y ist f ∗ : CH∗(Y, ∗)→ CH∗(X, ∗) aus iii)
ein Ringhomomorphismus.
vi) Ist X glatt, so gilt kanonisch CH1(X, 1) = OX(X)×. Insbesondere gilt
CH1(specC, 1) = C× = C/Z(1).
vii) Bezeichnet zpX(·) den zur Pra¨garbe (U ⊆ X) 7→ zp(U, ·) assoziierten Komplex
abelscher Garben, so gilt Hq(X, zpX(·)) ∼= CHp(X, q). Diese Isomorphie erweist
sich bei der Beschreibung von Regulatorabbildungen im simplizialen Kontext
als nu¨tzlich (cf. Kap. III).
viii) Fu¨r ein glattes Schema X ∈ Vk und eine zur Charakteristik von k verschiedene
Primzahl l hat man eine Zykelabbildung clp,ql : CH
p(X, q) −→ H2p−qe´t (X¯,Zl(p))
in die l-adischen Kohomologiegruppen. Dabei ist X¯ = X×k k¯ fu¨r einen separa-
belen Abschluß k¯ von k. Diese Zykelabbildung ist vertra¨glich mit eigentlichem
Pushforward fu¨r glatte Morphismen, Gysinmorphismen und Pullback in der
l-adischen Kohomologie.
ix) Fu¨r ein glattes, C-algebraisches Schema X hat man eine Zykelabbildung
clp,qB : CH
p(X, q) → H2p−qB (X(C),Z(p)) in die singula¨re Kohomologie der zu-
geho¨rigen komplexen Mannigfaltigkeit X(C); diese ist vertra¨glich mit Gysin-,
eigentlichen Pushforward- und flachen Pullbackmorphismen.
x) Fu¨r glattes X ∈ VC hat man eine Zykelabbildung in die Delignekohomologie
(cf. II.1.1 v)) clp,qD : CH
p(X, q)→ H2p−qD (X,Z(p)).
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Wir kommen nun zur Definition fu¨r relative ho¨here Chowgruppen. Es sei dazu X
ein glattes k-Schema. Zu einem ZykelW =
∑
r∈R nrWr mit irreduziblen Komponen-
ten Wr, r ∈ R, sei zpW (X,n) die Untergruppe von zp(X,n), die von integren Unter-
schemata Z vonX×k∆n der Kodimension p, welche alle SeitenWr×k∆m ⊆ X×k∆n
eigentlich schneiden, erzeugt ist. Nach [Bl3] Lemma 4.2 ist zpW (X, ·) eine simpliziale
Untergruppe von zp(X, ·) und die Inklusion j : zpW (X, ·)→ zp(X, ·) ist ein Quasiiso-
morphismus. Versieht man die irreduziblen Komponenten Wr mit der reduzierten,
induzierten Unterschemastruktur, so ergibt der Schnitt von Zykeln eine wohldefi-
nierte Abbildung i∗Wr : z
p
W (X,n) → zp(Wr, n) von simplizialen Gruppen, und man
erha¨lt eine Abbildung
i∗W : z
p
W (X,n) −→
⊕
r∈R
zp(Wr, n), Z 7−→ (nri∗Wr(Z))r∈R.
Bezeichnet Cp(i∗W , ·) den Abbildungskegel dieser Abbildung von Komplexen und
setzt man zp(W, ·) = ⊕r∈R zp(Wr, ·), so erha¨lt man mit zp(X,W, ·) = Cp(i∗W , ·)[1]
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen
0 −→ zp(W, ·) −→ zp(X,W, ·)[−1] −→ zpW (X, ·)[−1] −→ 0,
und damit eine lange exakte Homologiesequenz
· · · −→
⊕
r∈R
CHp(Wr, q) −→ Hq(zp(X,W, ·)[−1]) −→ Hq(zpW (X, ·)[−1])
−→
⊕
r∈R
CHp(Wr, q − 1) −→ · · · .
Definition 1.2.2. Fu¨r ein glattes k-Schema X und einen Zykel W =
∑
r∈R nrWr
auf X mit paarweise verschiedenen Primzykeln Wr sind die relativen ho¨heren Chow-
gruppen durch
CHp(X,W, q) = Hq(z
p(X,W, ·))
gegeben. Die Chowgruppen des Zykels W sind definiert als
CHp(W, q) = Hq(z
p(W, ·)) =
⊕
r∈R
CHp(Wr, q).
Benutzt man den Isomorphismus Hq(z
p
W (X, ·)) ∼= CHp(X, q), so erha¨lt man eine
lange exakte Sequenz
· · · −→ CHp(X,W, q) −→ CHp(X, q) −→ CHp(W, q)
−→ CHp(X,W, q − 1) −→ · · · −→ CHp(X, 0) −→ CHp(W, 0) −→ 0
fu¨r die ho¨heren Chowgruppen. Dabei ist CHp(W, q) offenbar nur von den Primkom-
ponenten Wr bestimmt, die Abbildung CH
p(X, q)→ CHp(W, q) ist jedoch auch von
den Multiplizita¨ten nr abha¨ngig. Weiter gilt fu¨r den Nullzykel 0 die triviale Identita¨t
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CHp(X, 0, q) = CHp(X, q). Ist f : X ′ → X flach undW ′ = f ∗(W ) der zuru¨ckgezoge-
ne Zykel mit einer Darstellung W ′ =
∑
r∈R′ n
′
rW
′
r durch Primzykel W
′
r, so induziert
der Pullback von Zykeln ein kommutatives Diagramm der Form
zpW (X, ·) −−−→
⊕
r∈R z
p(Wr, ·)y y
zpW ′(X
′, ·) −−−→ ⊕r∈R′ zp(W ′r, ·)
und damit einen Morphismus zwischen den jeweiligen Abbildungskegeln. Es folgt
also
Lemma 1.2.3. Die langen exakten Sequenzen fu¨r relative ho¨here Chowgruppen sind
funktoriell unter flachen Morphismen, d.h. man hat ein kommutatives Diagramm der
Form
· · · −−−→ CHp(X,W, q) −−−→ CHp(X, q) −−−→ CHp(W, q) −−−→ · · ·y y y
· · · −−−→ CHp(X ′,W ′, q) −−−→ CHp(X ′, q) −−−→ CHp(W ′, q) −−−→ · · ·
Es sei nun Z =
∑
s∈S msZs ein Zykel der Kodimension n auf X mit Prim-
komponenten Zs. Schneidet Z den Zykel W nicht, so verschwindet die Zykelklasse
{Z} ∈ CHn(X) von Z offensichtlich unter der Abbildung CHn(X)→ CHn(W ) und
es gilt
Lemma 1.2.4. Man hat eine kanonische Liftung {Z}W ∈ CHn(X,W ) von {Z}
unter CHn(X,W )→ CHn(X).
Beweis. Es bezeichne js : Zs → X die kanonische Inklusion der Primkomponente
Zs in X. Eigentliches Push-Forward ergibt fu¨r jedes s einen Komplexhomomor-
phismus jWs∗ : z
p(Zs, ·) → zp+n(X, ·) und somit einen Komplexhomomorphismus
jZ∗ : zp(Z, ·) → zp+n(X, ·). Da Z den Zykel W nicht trifft, so ist das Bild von jZ∗
offenbar im Unterkomplex zpW (X, ·) enthalten und es gilt offenbar i∗W jZ∗ = 0. Also
kommutiert
zp(Z, ·) −−−→ 0
jZ∗
y y
zp+nW (X, ·)
i∗W−−−→ zp+n(W, ·),
und man erha¨lt einen induzierten Morphismus
zp(Z, ·) = C(zp(Z, ·)→ 0)[1] −→ zp+n(X,W, ·)
der Abbildungskegel. Betrachtet man die zugeho¨rigen langen exakten Sequenzen, so
erha¨lt man fu¨r p = 0 das kommutative Diagramm
CH0(Z)
=−−−→ CH0(Z)y y
CHn(X,W ) −−−→ CHn(X)
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und somit die Behauptung.
1.3. Torseure und Gm-Biextensionen. Um im weiteren Verlauf des Tex-
tes eine allgemeine Sprache zur Behandlung von Biextensionen zu Verfu¨gung
zu haben, werden wir diesen Begriff in einer kategorientheoretischen Weise ein-
zufu¨hren. Als wichtige Spezialfa¨lle, die spa¨ter auch noch einmal getrennt als Bei-
spiele betrachtet werden, erhalten wir den Begriff der Biextension von Gruppen
und den Begriff der e´talen Biextension. Weitere wichtige geometrische Beispiele
von Zariski-algebraischen (bzw. komplex analytischen) Biextensionen werden durch
Poincare´bu¨ndel auf dem Produkt A×A∨ einer abelschen Varieta¨t (bzw. eines kom-
plexen Torus) A mit ihrem Dual A∨ gegeben, cf. II.2.3. Wir treffen zuna¨chst einige
Vorbereitungen.
Es sei E eine Kategorie und G : E → (Ab) ein kontravarianter, darstellbarer
Funktor in die Kategorie der abelschen Gruppen. Einen solchen Funktor nennen
wir im folgenden auch eine Gruppe in E und bezeichnen das darstellende Element
dieses Funktors wieder mit G (es sei also ein darstellendes Element fest gewa¨hlt).
Existiert ein terminales Objekt und existieren die Produkte G×G sowie G×G×G
in E, so ist G ein Gruppenobjekt im u¨blichen Sinne. Ein (links-)homogener Raum
u¨ber der Gruppe G in E ist ein kontravarianter, durch ein Objekt P dargestellter
Funktor P : E → (Mengen) derart, daß fu¨r jedes Objekt S in E die Menge P (S)
ein (links-)homogener Raum unter der Gruppe G(S) ist und fu¨r jeden Morphismus
f : S ′ → S die Identita¨t P (f)(gp) = G(f)(g)P (f)(p) fu¨r alle g ∈ G(S), p ∈ P (S)
erfu¨llt ist. Ist S ein Objekt von E, so nennt man eine Gruppe G in der Kategorie
E/S der Objekte u¨ber S eine S-Gruppe. Zwischen den mengenwertigen Funktoren
G × P → P × P gibt es offenbar eine natu¨rliche Transformation u, die auf den
S-wertigen Punkten durch
uS : G(S)× P (S)→ P (S)× P (S), (g, x) 7→ (gx, x)
gegeben ist. Ist u ein natu¨rlicher Isomorphismus, sind also alle uS bijektiv, so nennt
man P einen G-Pseudotorseur.
Definition 1.3.1 (cf. [G], S. 106ff.). Es sei T ein Topos und P/S ein Pseu-
dotorseur unter einer S-Gruppe G u¨ber einem Objekt S in T . Dann heißt P ein
G-Torseur u¨ber S, falls der Strukturmorphismus P → S ein Epimorphismus ist.
Ein Torseur in dem Situs E ist ein Torseur auf dem Topos E˜ der mengenwertigen
Garben auf E.
Bemerkung 1.3.2. i) Diese Definition ist lokal fu¨r die kanonische Topologie
auf dem Topos E, i.e. P → S ist genau dann epimorph, wenn es eine epimor-
phe Familie (Si → S)i∈I gibt mit P (Si) = HomS(Si, P ) 6= ∅. Dies ist gerade
eine Bedingung von lokaler Trivialita¨t.
ii) Eine kommutative Gruppe in dem Topos E˜ eines Situs E ist gerade eine dar-
stellbare Garbe von abelschen Gruppen auf E.
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iii) Ist T ein Topos und E die zugrundeliegende Kategorie von T , versehen mit
der kanonischen Topologie, so identifizieren sich die Begriffe von Torseuren in
E und T , da man eine kanonische Isomorphie von Topoi E˜ ∼= T hat.
iv) Es sei E ein Situs. Nach [SGA IV] Thm 4.4 ist eine Familie (Si → S) von
Morphismen in E genau dann eine U¨berdeckung von S, wenn die assoziierte
Familie (S˜i → S˜) eine epimorphe Familie im Topos E˜, also eine U¨berdeckung
fu¨r die kanonische Topologie, ist. Insbesondere ist die Bedingung ii) fu¨r Pseu-
dotorseure in einem Situs E lokal in der Topologie von E.
Es seien nun G,G′ und H drei kommutative Gruppen in einem Topos T . Dann
existiert G × G′ in T und ist darstellbar, und man kann also H(G×G′)-Torseure E
u¨ber G × G′ studieren. Es bezeichne µ : G × G → G die Multiplikation auf G und
pri : G×G → G die Projektion auf den i-ten Faktor, i = 1, 2. Durch Pullback mit
µ× idG′ (resp. pri × idG′) erha¨lt man H(µ) (resp. H(pri))-Torseure E(µ) (resp. E(pri))
u¨ber G × G × G′. Da H u¨ber dem terminalen Objekt von T definiert ist, so hat
man kanonische Isomorphismen H(G×G×G′) ∼= H(pr1) ∼= H(pr2) ∼= H(µ). Insbesondere
ist das kontrahierte Produkt (cf. [G] Def. 1.3.1) (E(pr1) ×G×G×G′ E(pr2))/H(G×G×G′)
ein H(G×G×G′)-Pseudotorseur, der im folgenden mit E H⊗ E bezeichnet sei. Analog
erha¨lt man einen H(G×G′×G′)-Pseudotorseur E ⊗H E auf G×G′ ×G′.
Definition 1.3.3. Eine H-Biextension von (G,G′) ist ein H(G×G′)-Torseur u¨ber
G×G′ zusammen mit zwei Isomorphismen
+1 : E H⊗ E −→ E(µ), +2 : E ⊗H E −→ E(µ′)
von H(G×G×G′)-Pseudotorseuren (bzw. H(G×′G×G′)-Pseudotorseuren) und damit Tor-
seuren. Dabei soll folgende Kompatibilita¨tsbedingung zwischen +1 und +2 gelten:
Durch Pullback auf G × G × G′ × G′ kommutiert das Diagramm von HG×G×G′×G′-
Torseuren
(E ⊗H E)H⊗ (E ⊗H E) ∼= (E H⊗ E)⊗H (E H⊗ E) +1⊗H+1−−−−−→ E(µ) ⊗H E(µ)
+2 H⊗+2
y y+2(µ)
E(µ′) H⊗ E(µ′)
+1(µ′)−−−→ E(µ×µ′).
Ein Morphismus von H-Biextensionen (E,+1,+2) und (E˜, +˜1, +˜2) u¨ber (G,G
′) ist
ein Morphismus von HG×G′-Torseuren f : E → E˜ u¨ber (G,G′), sodaß die Diagram-
me
E H⊗ E +1−−−→ E(µ)
f H⊗f
y f(µ)y
E˜ H⊗ E˜ +˜1−−−→ E˜(µ)
,
E ⊗H E +2−−−→ E(µ′)
f⊗Hf
y f(µ′)y
E˜ ⊗H E˜ +˜2−−−→ E˜(µ′)
kommutieren.
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Wir wollen nun noch zwei Spezialisierungen des Begriffs der Biextension ange-
ben: Fu¨r ein Schema X ist nach Descent-Theorie Gm,X = specOX [T, T−1] eine e´tale
Garbe abelscher Gruppen und damit eine kommutative Gruppe im Topos X˜E´t der
mengenwertigen e´talen Garben auf dem großen e´talen Situs XE´t von X. Durch Hin-
zufu¨gen des Nullschnittes erha¨lt man eine A¨quivalenz zwischen der Kategorie der
Gm,X-Torseure in X˜E´t und der e´talen Geradenbu¨ndel auf X. Es seien G und G
′ zwei
kommutative Gruppenschemata u¨ber X. Eine Gm,X-Biextension E von (G,G′) ent-
spricht daher der Vorgabe eines e´talen Geradenbu¨ndels E auf G ×X G′ zusammen
mit Isomorphismen e´taler Geradenbu¨ndel
+1 : E(pr1) ⊗ E(pr2) −→ E(µ), +2 : E(pr′1) ⊗ E(pr′2) −→ E(µ′)
auf G ×X G ×X G′ (bzw. G ×X G′ ×X G′), so daß +1,+2 fu¨r jeden geometrischen
Punkt (s, t, s′, t′)/X : specΩ→ G×X G×X G′ ×X G′ ein kommutatives Diagramm
von Isomorphismen
E(s,s′) ⊗Ω E(s,t′) ⊗Ω E(t,s′) ⊗Ω E(t,t′) −−−→ E(s+t,s′) ⊗Ω E(s+t,t′)y y
E(s,s′+′t′) ⊗Ω E(t,s′+′t′) −−−→ E(s+t,s′+′t′)
eindimensionaler Ω-Vektorra¨umen induziert. Dabei seien + (bzw. +′) Gruppenge-
setze auf G(Ω)/X (bzw. G′(Ω)/X). Wir erhalten somit den Begriff der e´talen Gm,X-
Biextensionen. Analog erha¨lt man eine Definition von Zariski Gm,X-Biextensionen
und der Satz Hilbert 90 ([T] Thm. 4.3.1) ergibt eine Kategoriena¨quivalenz zwischen
der Kategorie der e´talen Gm,X-Biextensionen und der Kategorie der Zariski Gm,X-
Biextensionen.
Als zweites Beispiel betrachten wir Biextensionen von abelschen Gruppen. Es
sei dazu T der Topos von Garben auf einem einpunktigen topologischen Raum.
Dann ist T die Kategorie der Mengen und ein darstellbarer Gruppenfunktor ist
eine Gruppe im gewo¨hnlichen Sinne. Es seien daher also H,G und G′ abelsche
Gruppen. Eine H-Biextension von (G,G′) ist eine Menge E, zusammen mit einer
surjektiven Abbildung pi : E → G × G′, einer Operation von H auf E, die einfach-
transitiv auf den Fasern Ex,y = pi
−1(x, y) von pi operiert und zwei partiell definierten
Verknu¨pfungen +1,+2 : E × E → E mit:
i) a+1 b (resp. a+2 b) fu¨r a ∈ Ex,y, b ∈ Ez,w ist genau dann definiert, wenn y = w
(resp. x = z) gilt. In diesem Fall gilt a+1 b ∈ Ex+z,y (resp. a+2 b ∈ Ex,y+w).
ii) Es gilt
h+ (a+i b) = (h+ a) +i b = a+i (h+ b),
falls a+i b, i = 1, 2, definiert ist.
iii) Fu¨r a, c ∈ Ex,y, b, d ∈ Ez,y mit a+1 b = c+1 d gibt es ein eindeutig bestimmtes
h ∈ H mit c = h+ a, d = (−h) + b. Fu¨r +2 ist die analoge Bedingung erfu¨llt.
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iv) Fu¨r a ∈ Ex,y, b ∈ Ez,y, c ∈ Ex,w, d ∈ Ez,w gilt
(a+1 b) +2 (c+1 d) = (a+2 c) +1 (b+2 d) ∈ Ex+z,y+w.
§ 2. Gm-Biextensionen zu homologisch trivialen Zykeln
2.1. Homologisch triviale Zykel. Es sei im folgenden S ein zusammenha¨ngen-
des Schema, glatt und quasiprojektiv u¨ber einem Ko¨rper k. Weiter sei pi : X → S
ein glattes, projektives Schema von relativer Dimension d u¨ber dem Basisschema S.
Es sei n eine natu¨rliche Zahl und Z ∈ Zn(X) ein Zykel von Kodimension n auf X.
Dann bestimmt Z eine Klasse z = [Z] ∈ CHn(X) im Chowring CH∗(X) von X.
Definition 2.1.1. i) Ist S = spec k und s : specΩ→ S ein geometrischer Punkt
eines separabel abgeschlossenen Ko¨rpers Ω in S, so induziert z ein Element
zs ∈ CHn(Xs) und damit ein Element
cln,0l (zs) ∈ H2ne´t (Xs,Zl(n))
in der l-adischen Kohomologie von Xs. Ist cl
n,0
l (zs) = 0 fu¨r jedes solche s und
jede von char k verschiedene Primzahl l, so heiße z homologisch trivial.
ii) Ist S allgemein, so heißt Z (resp. dessen Klasse z) homologisch trivial bezu¨glich
pi, falls zs homologisch trivial auf jeder geometrischen Fasern Xs von pi ist.
iii) Die homologisch trivialen Zykel (resp. deren Klassen) bilden eine Unter-
gruppe von Zn(X) (resp. CHn(X)). Wir bezeichnen diese im folgenden mit
Znhom(X/S) (resp. CH
n
hom(X/S).
Bemerkung 2.1.2. i) Die Definition 2.1.1 ii) ist unabha¨ngig von der Wahl der
geometrischen Faser: Sind na¨mlich s0 : specΩ0 → S und s1 : specΩ1 → S
zwei geometrische Punkte von S und ist OX,s1 → OX,s0 eine Spezialisierung
von s0 zu s1, so induziert diese fu¨r l 6= char k nach dem Basiswechselsatz fu¨r
glatte, eigentliche Morphismen in der e´talen Kohomologie einen Gruppeniso-
morphismus (cf. [Mi1] VI, cor.4.2))
H2ne´t (Xs1 ,Zl(n)) −→ H2ne´t (Xs0 ,Zl(n))
mit cln,0l (zs1) 7→ cln,0l (zs0). Da S zusammenha¨ngend ist, so ko¨nnen je zwei
geometrische Fasern u¨ber solche Spezialisierungsabbildungen mit einer geome-
trischen generischen Faser verglichen werden.
ii) Es sei k in C einbettbar, also insbesondere char k = 0. Ist s1 : Ω → S ein
geometrischer Punkt von S derart, daß sich s1 zu einem geometrischen Punkt
s0 : spec(C)→ spec(Ω)→ S fortsetzen la¨ßt, so induziert s0 eine Abbildung
H2ne´t (Xs1 ,Zl(n)) −→ H2nB (Xs0(C),Zl(n))
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mit cln,0l (zs1) 7→ cln,0B (zs0)⊗ 1. Da der Kern der kanonischen Abbildung
H2nB (Xs0(C),Z(n))→ H2nB (Xs0(C),Zl(n)) ∼= H2nB (Xs0(C),Z(n))⊗ Zl
aus denjenigen Elementen besteht, deren Ordnung prim zu l ist, ist die Ver-
schwindungsbedingung fu¨r alle l a¨quivalent zu cln,0B (zs1) = 0. Da pi vom endli-
chem Typ ist, so ist die homologischen Trivialita¨t von Z nach i) lediglich eine
Bedingung an eine(!) C-wertige Faser von pi.
2.2. Die Abbildung θw. Wir u¨bernehmen die Bezeichnungen von 2.1. Es
sei W ∈ Zd+1−n(X) ein Zykel von Kodimension d + 1 − n auf X mit Klas-
se w ∈ CHd+1−n(X). Das Bilden des Cupproduktes mit w und Pushforward
pi∗ : CHd+1(X, 1)→ CH(S, 1) auf den ho¨heren Chowgruppen induziert einen Grup-
penhomomorphismus
θw : CH
n(X, 1) −→ CHd+1(X, 1) −→ CH1(S, 1), z 7−→ pi∗(z · w).
Das Schlu¨sselergebnis fu¨r die Konstruktion der besagten Biextension ist die folgende
Proposition 2.2.1 ([Bl1], Lemma 1). Ist W homologisch trivial bezu¨glich pi, so
ist θw = 0.
In [Bl1] wird ein Beweis nur im Fall positiver Charakteristik gegeben. Wir ar-
beiten die noch fehlenden Details fu¨r char(k) = 0 aus: Der Beweis besteht in einer
Folge von Reduktionschritten, die die Aussage auf den Fall eines endlichen Ko¨rpers
oder des Ko¨rpers der komplexen Zahlen zuru¨ckfu¨hrt. Der U¨bersichtlichkeit halber
zeigen wir zuna¨chst zwei Lemmata, die die Natu¨rlichkeit von θw formalisieren und
eine Methode der sukzessiven Faserung u¨ber Kurven bereitstellt:
Lemma 2.2.2. i) Es sei k˜|k eine Ko¨rpererweiterung und S˜ = S ⊗k k˜, X˜ =
X⊗k k˜ und W˜ = W⊗k k˜ die jeweiligen Basiserweiterungen nach k˜. Bezeichnen
f : S˜ → S und f ′ : X˜ → X die kanonischen Abbildungen, so kommutiert das
Diagramm
(2.2.2.1)
CHn(X, 1)
·w−−−→ CHd+1(X, 1) pi∗−−−→ CH1(S, 1)
f ′∗
y f ′∗y f∗y
CHn(X˜, 1)
·w˜−−−→ CHd+1(X˜, 1) p˜i∗−−−→ CH1(S˜, 1).
ii) Ist i : S˜ → S eine regula¨re abgeschlossene Immersion von konstanter Kodi-
mension, X˜ = X ×S S˜ und w˜ = i∗(w), so kommutiert
(2.2.2.2)
CHn(X, 1)
·w−−−→ CHd+1(X, 1) pi∗−−−→ CH1(S, 1)
i∗
y i∗y i∗y
CHn(X˜, 1)
·w˜−−−→ CHd+1(X˜, 1) p˜i∗−−−→ CH1(S˜, 1).
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Insbesondere kommutiert θw mit flachem Pullback und Gysinmorphismen, d.h. es
gilt
f ∗θw = θf ′∗(w)f ′∗ und i∗θw = θi∗(w)i∗.
Beweis. Zu i): Das linke Quadrat von (2.2.2.1) kommutiert, denn nach [Bl3], Thm
4.1, [F] Ex. 8.3.1, ist der flache Pullback f ′∗ : CH∗(X, ∗) → CH∗(X˜, ∗) im Fal-
le glatter Schemata ein Ringhomomorphismus und es gilt f ′∗(w) = [W ×X X˜]
= [W ⊗k k˜] = [W˜ ] = w˜. Das rechte Diagramm kommutiert, denn flacher Pullback
ist mit eigentlichem Pushforward vertra¨glich ([Bl3] Cor. 5.6, [F] Prop. 1.7).
Zu ii): Das rechte Quadrat von (2.2.2.2) kommutiert, denn der Gysinmorphismus
i∗ ist vertra¨glich mit eigentlichen Pushforward ([Bl3] Cor. 5.6, [F] Thm. 6.2 (a)). Da
glatte Morphismen flach sind und da regula¨re abgeschlossene Immersionen stabil
unter flachem Basiswechsel sind, ist i˜ : X˜ → X eine regula¨re abgeschlossene Immer-
sion. Weiter besitzt i˜ dieselbe konstante Kodimension wie i und die Exzessschnitt-
formel ([F] Kor. 6.3) besagt in diesem Falle i˜∗ = i∗. Damit kommutiert das linke
Quadrat von 2.2.2.2, denn im Falle regula¨rer abschlossener Immersionen X˜ → X
glatter Schemata X, X˜ ist der Gysinmorphismus i˜∗ : CH∗(X, ∗) → CH∗(X˜, ∗) ein
Ringhomomorphismus ([Bl3] Thm. 4.1, [F] Ex. 8.3.1).
Lemma 2.2.3. Es sei L|K eine endlich erzeugte Ko¨rpererweiterung vom Transzen-
denzgrad 1 eines Ko¨rpers K und S ein quasiprojektives Schema u¨ber L. Dann gibt
es einen diskreten Bewertungsring A mit Quot(A) = L, [A/mA : K] < ∞ und ein
glattes, quasiprojektives A-Schema S˜ mit S = S˜ ⊗A L. Ist weiter X ein glattes pro-
jektives S-Schema und W ⊆ X ein integres Unterschema der Kodimension d+1−n,
so kann man S˜ so wa¨hlen, daß ein glattes projektives S˜-Schema X˜ und ein integres
Unterschema W˜ ⊆ X˜ der Kodimension d + 1 − n existieren mit X = X˜ ×S S˜ und
W = W˜ ×S S˜.
Beweis. Es sei B die Normalisierung von K[T ] ⊆ L in L fu¨r ein u¨ber K trans-
zendentes Element T ∈ L. Dann ist B ein Dedekindring mit Quotientenko¨rper L
(Satz von Krull-Akizuki, [N] Satz 12.8) und nach [H] Exc. 3.8 ist B eine endliche
K[T ]-Algebra.
Man nehme S als lokalabgeschlossenes Unterschema des PnL an. Es sei S
′ der Ab-
schluß von S in PnL, versehen mit der reduzierten induzierten Unterschemastruktur
und Y = S¯ − S. Dann gibt es nach [EGA IV] Prop. 2.8.5, ein eindeutig bestimmtes
B-flaches abgeschlossenes Unterschema S ′ ⊆ PnB mit S ′×B L = S¯, na¨mlich den Ab-
schluß von S¯ in PnB, versehen mit der reduzierten induzierten Unterschemastruktur.
Es sei Y¯ der Abschluß von Y in PnB. Da Y abgeschlossen in P
n
L ist, so gilt Y¯ ∩PnL = Y
und damit ist S ′− Y¯ ein offenes Unterschema von S ′ und daher ein reduziertes qua-
siprojektives flaches B-Schema mit S = S˜⊗A L. Da die generische Faser von S ′− Y¯
glatt ist, so ist die Menge S˜ derjenigen Punkte, an denen S ′ − Y¯ → specB glatt
ist, ein offenes Unterschema von S ′ und damit glatt und quasiprojektiv u¨ber B mit
S˜ ×B L = S.
Es sei nun X ein S-glattes, abgeschlossenes Unterschema von PmS und X˜ der
Abschluß von X in Pm
S˜
. Da X → S glatt und X˜ → S˜ eigentlich ist, kann man nach
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U¨bergang zu einem offenen Unterschema von S˜ annehmen, daß X˜ → S˜ glatt ist.
Nach Konstruktion gilt X = X˜ ×S S˜.
Da der Morphismus S˜ → specB flach und lokal von endlicher Pra¨sentation ist,
so ist er offen und da B ein Jacobsenschema ist, so gibt es ein maximales Ideal m
von B, daß im Bild dieses Morphismus liegt. Es sei A die Lokalisierung Bm von B in
m. Dann ist A ein diskreter Bewertungsring mit den geforderten Eigenschaften.
Mit diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum
Beweis (von Proposition 2.2.1). Es sei Z ein Zykel von Kodimension n auf
X ×k ∆1k der ein fest vorgegebenes Element z ∈ CH1(X, 1) repa¨sentiert. Da X von
endlichem Typ u¨ber k ist, so gibt es einen Teilko¨rper k˜ von k, der u¨ber seinem
Primko¨rper endlich erzeugt ist, so daß die Schemata X, S und die Zykel W , Z
nach k˜ absteigen, d.h. es gibt ein glattes quasiprojektives Schema S˜ u¨ber k˜, einen
glatten projektiven Morphismus pi : X˜ → S˜ und Zykel W˜ ⊆ X˜, Z˜ ⊆ X˜ ×k˜ ∆1k˜ mit
X = X˜ ×k˜ k, S = S˜×k˜ k, W˜ = W ×k˜ k und W = W˜ ×k˜ k. Es seien f ′ : X → X˜ und
f : S → S˜ die zugeho¨rigen Basiswechselmorphismen. Nach Definition des flachen
Pullbacks gilt z = f ′∗(z˜) und w = f ′∗(w˜) mit z˜ = [Z˜] ∈ CHn(X˜, 1) und w˜ = [W˜ ] ∈
CHd+1−n(X). Das Diagramm 2.2.2.1 ist kommutativ und daher gilt
θw(z) = θf ′∗(w˜)(f
′∗(z˜)) = f ∗(θw˜(z˜)).
Also ist die Behauptung nur fu¨r k˜ zu zeigen, man kann also ohne Einschra¨nkung k
als endlich erzeugten Ko¨rper u¨ber seinem Primko¨rper K annehmen.
Ist k|K keine algebraische Erweiterung, so verfahre man wie folgt: Es sei L ein
Zwischenko¨rper dieser Erweiterung mit trdeg(k : L) = 1. Dann wa¨hle man nach
Lemma 2.2.3 ein Modell X˜ u¨ber S˜. Ist s ∈ S˜ ein abgeschlossener Punkt von S˜ und
is : specκ(s)→ S˜ die zugeho¨rige regula¨re abgeschlossene Immersion, so kommutiert
nach (2.2.2.2) das Diagramm
CHn(X, 1)
·w−−−→ CHd+1(X, 1) pi∗−−−→ CH1(S, 1) = O×S (S)
i∗s
y i∗sy i∗sy
CHn(X˜s, 1)
·w˜s−−−→ CHd+1(X˜s, 1) p˜i∗−−−→ CH1(κ(s), 1) = κ(s)×
Der Gysinmorphismus i∗s : O
×
S (S) → κ(s)× ist in diesem Fall die Evaluation f 7→
f(s) einer Funktion f ∈ OS(S) in einem Punkt s. Da S˜ ein reduziertes Schema ist,
so ist eine regula¨re Funktion f ∈ OS(S) bereits dann identisch 1, falls f(s) = 1
fu¨r jeden Punkt s ∈ S gilt. Da aber andererseits S˜ von endlichem Typ u¨ber einem
Ko¨rper K ist, so ist S˜ ein Jacobsenschema. Damit liegen die abgeschlossenen Punkte
von S˜ dicht in S˜ und die Bedingung f(s) = 1 muß nur in den abgeschlossenen
Punkten bestehen, damit sie u¨berhaupt gilt. Jeder abgeschlossene Punkt von S˜ ist
aber eine endliche Erweiterung von L. Durch Induktion kann man alsoK als endliche
Erweiterung seines Primko¨rpers annehmen.
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Es sei also S = spec k fu¨r einen endlichen Ko¨rper oder Zahlko¨rper k. Im Falle
eines endlichen Ko¨rper folgt die Aussage mit Methoden der l-adischen e´talen Koho-
mologie (cf. [Bl2] Lemma 1). Ist K ein Zahlko¨rper, so kann man nach Einbettung
von K in C und flachem Basiswechsel annehmen, daß K = C ist. Wir betrachten
die durch die Zykelabbildung induzierte Abbildung der ho¨heren Chowgruppen in die
Deligne-Beilinson Kohomologie:
cln,mD : CH
n(X,m) −→ H2n−mD (X,Z(n))
Diese Abbildung ist mit der Ringstruktur, dem Gysinmorphismus und dem ei-
gentlichen Pushforward vertra¨glich und induziert also ein kommutatives Diagramm
(vgl. [MS1] §3)
CHn(X, 1)
·w−−−→ CHd+1(X, 1) pi∗−−−→ CH1(specC, 1) = C×y y =y
H2n−1D (X,Z(n))
·clm,0D (w)−−−−−→ H2d+1D (X,Z(d+ 1)) pi∗−−−→ H1D(specC,Z(1)) = C×
Fu¨r jedes Paar von ganzen Zahlen n,m hat man ein kurze exakte Sequenz der Form
0 −→ Jn,m(X) −→ HnD(X,Z(m)) −→ Hdgn,m(X) −→ 0,
wobei
Hdgn,m(X) = HnB(X(C),Z(m)) ∩ FmHndR(X(C),C)
die Gruppe der ganzen Hodgezykel und
Jn,m(X) = Hn−1B (X(C),C)/(F
mHn−1dR (X(C),C) +H
n−1
B (X(C),Z(m)))
die verallgemeinere intermedia¨re Griffith-Jacobische von X ist. Offensichtlich ist
Jn,m(X) divisibel und es ist eine Tatsache, daß fu¨r glatte, projektive, komplexe
Varieta¨ten X die Gruppe Hdgn,m(X) eine Torsionsgruppe fu¨r 2m 6= n ist. Folglich
gibt es zu z ∈ CHn(X, 1) eine ganze Zahl t > 0 mit
tcln,1D (z) ∈ J2n−1,n(X).
Da w ∈ CHd+1−n(X) homologisch trivial ist, so gibt es ein Element
cln,0D (w)
t
∈ J2(d+1−n),d+1−n(X) mit t · cl
n,0
D (w)
t
= cln,0D (w). Also ist
cln,1D (z) · cln,0D (w) = (tcln,1D (z)) ·
cln,0D (w)
t
∈ J2n−1,n(X) · J2(d+1−n),d+1−n(X).
Die ho¨here Griffith-Jacobische ist aber ein Ideal in der Deligne-Beilinson-
Kohomologie, dessen Quadrat verschwindet und folglich cln,1D (z) · cln,0D (w) = 0. Die
Kommutativita¨t des vorherstehenden Diagramms ergibt also die Behauptung.
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Dieses Lemma hat eine wichtige Folgerung: Ist W =
∑
r∈R nrWr die Zerlegung
von W in Primzykel Wr und ist iWr : Wr ↪→ X die abgeschlossene Immersion des
integren Unterschemas Wr in das glatte Schema X, so induziert i eine Abbildung
i∗W : CH
n(X, 1) → ⊕r∈R CHn(Wr, 1), x 7→ (nri∗Wr(x))r∈R, sodaß das folgende Dia-
gramm kommutiert: ⊕
r∈R CH
n(Wr, 1)
P
r∈R(pi|Wr )∗ //
P
r∈R iWr∗

CH1(S, 1)
=

CHn(X, 1)
i∗W
66mmmmmmmmmmmmm ·[W ] // CHd+1(X, 1)
pi∗ // CH1(S, 1)
Dabei ist die Komposition der Morphismen in der unteren Zeile θw und es folgt:
Korollar 2.2.4. Ist W ein homologisch trivialer Zykel, so gilt
(
∑
r∈R
(pi|Wr)∗) ◦ i∗W = 0.
2.3. Gm-Extensionen zu homologisch trivialen Zykeln. Es sei S ein glat-
tes, quasiprojektives, eindimensionales Schema u¨ber einem Ko¨rper k und pi :
X → S ein glatter, projektiver Morphismus der relativen Dimension d. Weiter sei
W =
∑
r∈R nrWr ∈ Zd+1−n(X) ein fester Zykel der Kodimension d + 1 − n auf
X, die irreduziblen Komponenten Wr von W sind also von Dimension n. Das En-
de der langen exakten Sequenz zu (X,W ) fu¨r die Dimension n ist der gewo¨hnliche
Schnitthomomorphismus
aX : CH
n(X) −→ CHn(W ), aX(x) = x ∩ [W ] = (nrx ∩ [Wr])r∈R.
Ist U eine offene Teilmenge von S und bezeichnet XU (bzw. WU) das offene Unter-
schema pi−1(U) von X (bzw. pi−1(U) ∩W den zuru¨ckgezogenen Zykel auf XU), so
erha¨lt man ein kommutatives Diagramm der Form
CHn(X)
aX−−−→ CHn(W )y y
CHn(XU)
aU−−−→ CHn(WU).
Dabei sind die vertikalen Morphismen durch die jeweiligen offenen Immersionen
induziert und die Kommutativita¨t ergibt sich aus Lemma 1.2.3. Mit diesen Bezeich-
nungen gilt:
Lemma 2.3.1. Dominiert jede irreduzible Komponente Wr von W die Basis S, so
gibt es zu jedem Element z ∈ CHn(X) und jedem abgeschlossenen Punkt s ∈ S eine
offene Umgebung U ⊆ S, mit z 7→ 0 unter der Abbildung
CHn(X)
aX−−−→ CHn(W ) −→ CHn(WU).
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Beweis. Man kann ohne Einschra¨nkung annehmen, daß W ein Primzykel ist. Da
W die Basis S dominiert, so hat W eigentlichen Schnitt mit jeder abgeschlossenen
Faser der Abbildung pi : X → S. Ist s ∈ S ein abgeschlossener Punkt, so ist Xs ∩W
von Kodimension d+ 2− n auf X, denn s hat Kodimension 1 in S und pi ist flach.
Es sei z ∈ CHn(X) ein Element, repra¨sentiert durch einen Zykel Z der Kodimension
n. Dann gibt es aber einen weiteren Zykel Z˜, der rational a¨quivalent zu Z ist und
der W ∩Xs eigentlich schneidet. Also ist der Schnitt Z˜ ∩Xs ∩W von Kodimension
d+2 in X. Daher trifft der Schnitt Z˜∩W die abgeschlossene Faser Xs nicht, und da
pi eigentlich ist, gibt es eine offene Umgebung U von s, sodaß Z˜ ∩W ∩ pi−1(U) = ∅.
Damit ergibt sich die Behauptung.
Definition 2.3.2. Zu einem Zykel W auf X bezeichne CHn(W/S) die zur Pra¨garbe
U 7−→ CHn(WU), U ⊆ S offen,
assoziierte Garbe abelscher Gruppen.
Fu¨hrt man diese Konstruktion fu¨r den Fundamentalzykel bzw. fu¨r W durch, so
induzieren die Abbildungen (aU)U⊆S offen von Pra¨garben einen Morphismus
a : CHn(X/S)→ CHn(W/S)
der assoziierten Garben. Nach Lemma 2.3.1 folgt a = 0. Mit diesen Vorbereitungen
kann man fu¨r homologisch triviale Zykel W die angeku¨ndigte Extension wie folgt
konstruieren: Zum Paar (X,W ) betrachte man die lange exakte Sequenz fu¨r die
ho¨heren Chowgruppen
(2.3.2.1)
CHn(X, 1) −→ CHn(W, 1) −→ CHn(X,W, 0) −→ CHn(X, 0) −→ CHn(W, 0).
Nach Korollar 2.2.4 gilt (
∑
r∈R(pi|Wr)∗) ◦ i∗W = 0 und Pushout der Sequenz (2.3.2.1)
u¨ber die Abbildung∑
r∈R
(pi|Wr)∗ : CHn(W, 1)→ CH1(S, 1) ∼= O×S (S) ∼= Gm(S)
definiert eine Gruppe ECHW (S) und eine exakte Sequenz
(2.3.2.2) 0 −−−→ Gm(S) −−−→ ECHW (S) −−−→ CHn(X) aX−−−→ CHn(W ).
Die Bildung dieser Sequenzen und damit der Gruppen ECHW (S) ist funktoriell fu¨r
offene Immersionen U ⊆ S. Man erha¨lt unter Beru¨cksichtigung von Lemma 2.3.1
eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen auf S
(2.3.2.3) 0 −−−→ Gm −−−→ ECHW −−−→ CHn(X/S) −−−→ 0,
wobei ECHW die zu U 7→ ECHW (U), U ⊆ S offen, assoziierte Garbe ist. Bezeichnet
man schließlich mit CHnhom(X/S) die Untergarbe von CH
n(X/S), die von bezu¨glich
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pi homologisch trivialen Zyklen erzeugt wird, so definiert das Pullback bezu¨glich der
Inklusion CHnhom(X/S) ⊆ CHn(X/S) Garben ECHW und eine kurze exakte Sequenz
(2.3.2.4) 0 −→ Gm −→ ECHW −→ CHnhom(X/S) −→ 0.
Die so konstruierte Extension der abelschen Garbe CHnhom(X/S) durch das Grup-
penschema Gm heißt die zu W assoziierte Gm-Extension. Zusammenfassend ergibt
sich:
Satz 2.3.3 ([Bl2]). Zu einem homologisch trivialen Zykel W ⊆ Zd+1−n(X)
bezu¨glich pi, dessen irreduzible Komponenten S dominieren, kann man auf kano-
nische Weise eine kurze exakte Sequenz 2.3.2.4 von Zariskigarben auf S.
In [Bl1] wird bewiesen, daß die zu homologisch trivialen Zykeln W assoziier-
ten Gm-Extensionen (2.3.2.4) bis auf kanonische Isomorphie nur von der rationalen
A¨quivalenzklasse von W abha¨ngen. Insbesondere kann man daher auf die Bedin-
gung, daß die irreduziblen Komponenten von W die Basis S dominieren, verzichten.
Diese bei dieser Extension auftretenden Garben sind sogar e´tale Garben und die
Restriktion der Extension von CHn(X/S) auf CHnhom(X/S) erkla¨rt:
Satz 2.3.4 ([Bl2]). Ist S ein quasiprojektives, eindimensionales Schema u¨ber einem
Ko¨rper und ist pi : X → S glatt und projektiv von relativer Dimension d und sind
n,m zwei natu¨rliche Zahlen mit n+m = d+1, so gibt es eine e´tale Gm,S-Biextension
ECH von (CHnhom(X/S),CH
m
hom(X/S)) mit folgender Eigenschaft: Ist W ein Zykel
der Kodimension m auf X, der homologisch trivial bezu¨glich pi ist, so induziert die
Klasse von W einen globalen Schnitt CHmhom(X/S)(S) und das Pullback W
∗ECH der
Biextension bezu¨glich dieses Schnittes ist eine Gm,S-Extension von CHnhom(X/S),
die kanonisch isomorph zur Extension 2.3.2.4 ist.
Bemerkung 2.3.5. Das Pullback der Biextension ECH entlang W ist auf nahe-
liegende Weise erkla¨rt: Bezeichnet ρ : ECH → CHnhom(X/S) × CHmhom(X/S) den
Strukturmorphismus der Bierweiterung ECH, so definiert fu¨r offenes U ⊆ S der
Zykel W ein Element WU = W ∩ U ∈ CHmhom(X/S)(U). Damit definiert
W ∗ECH(U) = (ρU)−1(CHnhom(X/S)(U)× {WU})
einen Gm,S-TorseurW ∗ECH u¨ber CHnhom(X/S). Die Aussage des vorgehenden Satzes
ist dann offenbar die Existenz eines kanonischen Isomorphismus W ∗ECH ∼= ECHW von
Torseuren.
2.4. Die lokale Struktur dieser Extensionen. Um die zu einem homologisch
trivialen Zykel zugeordneteGm-Extension EW studieren zu ko¨nnen, untersuchen wir
zuna¨chst die Einschra¨nkung diese Extension auf Spektra von diskreten Bewertungs-
ringen.
Es sei S ein diskreter Bewertungsring u¨ber einem Ko¨rper k, der sich isomorph
auf den Restklassenko¨rper abbildet. Zu einem Schema X von endlichem Typ u¨ber
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specS sind die ho¨heren Chowgruppen CHp(X, q) wie im klassischen Fall als q-te
Homologiegruppe des Komplexes
−→ zp(X,n) −→ zp(X,n− 1) −→ · · · −→ zp(X, 0)
definiert. Dabei ist zp(X,n) die von den integren Unterschemata Z ⊆ X ×S AnS der
Kodimension p, die alle Seiten X ×S AmS ⊆ X ×S AnS, m ≤ n eigentlich schnei-
den, frei erzeugte abelsche Gruppe. Ist (Yi)i∈I eine endliche Familie von integren
abgeschlossen Unterschemata von X, so ist die Inklusion zpY (X, ·) ⊆ zp(X, ·) des
Unterkomplexes zpY (X, ·), der von Klassen zp(X,n) aller integren Unterschemata
Z ⊆ X ×SAnS, die zusa¨tzlich auch die Seiten Yi×SAm eigentlich schneiden, erzeugt
ist, ein Quasiisomorphismus. Es sei s der abgeschlossene Punkt und X/S projektiv
und glatt von relativer Dimension d. Es bezeichne weiter (Yi)i∈I die Familie der
Primkomponenten eines homologisch trivialen W ∈ Zd+1−n(X) und der speziellen
Faser Xs von pi. Wir setzen weiter voraus, daß die sich die Primkomponenten von
W dominant auf S abbilden. Somit erha¨lt man eine Abbildung von Komplexen
znY (X, ·) ·W−−−→ zd+1Xs (X, ·) −−−→ z1s(S, ·),
die auf der Homologie den Schnitt mit der Zykelklasse von W bzw. den eigentlichen
Pushforward pi∗ fu¨r den Strukturmorphismus pi : X → S beschreibt. Insbesonde-
re induziert die Komposition dieser Komplexabbildungen auf Homologieniveau die
Abbildung θW und diese ist nach Proposition 2.2.1 trivial. Da S das Spektrum eines
diskreten Bewertungringes ist, gibt es keinen 1-kodimensionalen Zykel, der den abge-
schlossenen Punkt s eigentlich schneidet und folglich gilt ∂(z1s(S, 1)) = z
1
s(S, 0) = 0.
Man erha¨lt also ein kommutatives Diagramm
0 // CHn(X, 1) //
θW=0

znY (X, 1)/∂(z
n
Y (X, 2))
//

∂(znY (X, 1))
//

0
0 // CH1(S, 1) // z1s(S, 1)/∂(z
1
s(S, 2))
// ∂(z1s(S, 1)) = 0
// 0.
Dies induziert offenbar einen Gruppenhomomorphismus
σW : ∂(z
n
Y (X, 1)) −→ CH1(S, 1) ∼= Gm(S).
Dabei ist ∂(znY (X, 1)) die Untergruppe von z
n
Y (X, 0), bestehend aus denjenigen Zy-
keln, die rational a¨quivalent zu 0 sind. Bezeichnet ZnW,hom(X/S) (bzw. Z
n
W,rat(X/S))
die zu U 7→ znY (XU , 0) (bzw. U 7→ ∂(znY (XU , 1)) assoziierte Zariskigarbe, so beste-
hen die lokalen Schnitte von ZnW,hom(X/S) aus den Zykeln, die W lokal u¨ber S nicht
treffen. Man erha¨lt einen Homomorphismus
σW : Z
n
W (X/S)rat −→ Gm,S
abelscher Garben auf S. Weiter ist nach obigen U¨berlegungen der Kokern der In-
klusion ZnW (X/S)rat ⊆ ZnW (X/S)hom die Garbe CHnhom(X/S).
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Ist Z ∈ Zn(X) ein Zykel der Kodimension n, der W nicht trifft, so hat Z nach
Lemma 1.2.4 eine relative Klasse {Z}W ∈ CHn(X,W ), und nach Garbifizierung
erha¨lt man eine Zykelklassenabbildung ZnW (X/S)→ ECHW . Schra¨nkt man diese Ab-
bildung auf die Untergarbe ZnW (X/S)hom ein, so liegt das Bild in E
CH
W , und somit
induziert dies einen Garbenhomomorphismus
{·}W : ZnW (X/S)hom −→ ECHW .
Die Abbildung {·}W setzt die Abbildung σW in dem Sinne fort, daß man ein kom-
mutatives Diagramm der Form
(2.4.0.1) 0 // ZnW (X/S)rat //
σW

ZnW (X/S)hom //
{·}W

CHnhom(X/S) //
=

0
0 //Gm // ECHW // CH
n
hom(X/S) // 0
erha¨lt. Die Zykelgarben ZnW (X/S)rat, Z
n
W (X/S)hom sind nach [Bl2] e´tale Garben,
die Morphismen σW , {·}W sind Morphismen von e´talen Garben. Fu¨r das Folgende
sei die technische Bedingung erfu¨llt: Der Zykel W besitze eine Komponente Wr,
deren Schnitt mit der speziellen Faser eine irreduzible Komponente mit glattem
generischen Punkt hat, und nr ist prim zur Restklassencharakteristik von S. Dann
gilt:
Lemma 2.4.1 ([Bl1], S.24). E´tale-lokal auf S ist die Abbildung σW surjektiv.
Aus dem Fu¨nfer-Lemma folgt:
Korollar 2.4.2. E´tale-lokal auf S ist die Zykelabbildung {·}W surjektiv.
Die Abbildung σW ist funktoriell fu¨r e´tale Basiswechsel S
′ → S und hat nach
Konstruktion e´tale-lokal folgende Beschreibung (c.f. [Bl1], S. 24): Ist T ∈ Zn−1(X)
ein integres Unterschema der Kodimension n− 1, welches W und die spezielle Faser
eigentlich schneidet und f eine rationale Funktion auf T , die invertierbar auf dem
Schnitt T ∩W ist, so trifft der Divisor von f den Zykel W nicht und somit defi-
niert der Divisor div(f) ∈ ZnW (X)rat ein Element [div(f)] ∈ ZnW (X/S)rat(S). Es sei
W ′ eine Primkomponente von W , die der zuvorgenannten technischen Bedingung
genu¨gt. Da der Schnitt von T mit W ′ und mit der speziellen Faser eigentlich ist, so
ist S ′ = T ∩W ′ eindimensional und dominant u¨ber S, also flach u¨ber S. Entfernt
aus S ′ die irreduziblen Komponenten des Schnitts mit der speziellen Faser, deren
generischer Punkt nicht glatt oder deren Multiplizita¨t nicht prim zu Restklassen-
charakteristik von S ist, so ist S ′ unverzweigt u¨ber S und damit e´tale u¨ber S. Die
Restriktion von f auf S ′ ist invertierbar, denn f ist invertierbar auf T ∩W . Also defi-
niert f ein Element in O×S′(S
′) = GmS(S
′) und bezu¨glich der e´talen Basiserweiterung
S ′ → S ist dies gerade das Bild von σW ([div(f)]) unter der injektiven Abbildung
Gm(S)→ Gm(S ′).
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§ 3. Zusammenhang zu Schnittzahlen
3.1. Geradenbu¨ndel und Grade. Es sei X ein eigentliches Schema u¨ber ei-
nem Ko¨rper k. Wie fu¨r jeden geringten Raum X, sei Pic(X) die Menge der Iso-
morphieklassen von invertierbaren OX-Moduln (= Geradenbu¨ndeln). Es sei L ein
Geradenbu¨ndel auf X. Die erste Chernklasse c1(L ) ∈ CH1(X) liefert einen Grad-
homomorphismus
degL ,r : CHr(X)→ Z, x 7−→ pi∗(c1(L )r ∩ x),
wobei pi : X → spec k der Strukturmorphismus und CH0(spec k) auf kanonische
Weise mit Z identifiziert sei. Ist X integer, so ist Pic(X) kanonisch isomorph zur
Gruppe der Cartierdivisorenklassen Cl(X) aufX und daX in diesem Fall reindimen-
sional ist, hat man eine kanonische Abbildung Cl(X)→ CHdimX−1(X). Daher kann
man vom Grad degL (M ) eines Geradenbu¨ndel M bezu¨glich eines Geradenbu¨ndel
L sprechen. Diese ha¨ngt nur von der Isomorphieklasse von M und L ab. Ist X
eindimensional, so ist der Grad deg(M ) = degL (M ) = pi∗(c1(M ) ∩ [X]) offenbar
unabha¨ngig von L .
Es sei im folgenden X regula¨r und zusammenha¨ngend, also insbesondere inte-
ger und reindimensional. Ist D ein Cartierdivisor auf X und OX(D) die assoziierte
invertierbare OX-Untergarbe der konstanten Garbe RX der rationalen Funktionen
auf X, so ist die kanonische Abbildung OX(D) ⊗OX RX → RX ein Isomorphismus
von OX-Moduln. Dabei ist OX(D) ⊗OX RX die Garbe der rationalen Schnitte des
Geradenbu¨ndels OX(D). Ist f ein solcher rationaler Schnitt, so kann f in kano-
nischer Weise also auch als rationale Funktion auf X aufgefaßt werden. Ist f von
Null verschieden, so definiert f sowohl als rationaler Schnitt, wie auch als rationale
Funktion einen Cartierdivisor (f) bzw. (f)rat. Es besteht offensichtlich eine Glei-
chung (f) = D+(f)rat von Cartierdivisoren auf X. Insbesondere folgt aus [F] Thm.
3.2 (f) die Formel c1(OX(D)) ∩ [X] = [D] = [(f) − (f)rat] = [f ], wobei hier [f ]
die Klasse des rationalen Schnitts f in der Chowgruppe CHdimX−1(X) bezeichnet.
Also folgt fu¨r jedes Geradenbu¨ndel M und jeden vom Nullschnitt verschiedenen
rationalen Schnitt f von M die bekannte Gleichung
c1(M ) ∩ [X] = [f ].
Ist X eindimensional, so ergibt sich also deg(M ) = deg([f ]) fu¨r jeden vom Null-
schnitt verschiedenen rationalen Schnitt f von M .
3.2. Lokalisierung von Graden von Geradenbu¨ndeln. Es sei S eine glattes,
eigentliches, eindimensionales, zusammenha¨ngendes Schema u¨ber einem Ko¨rper k,
L ein Geradenbu¨ndel u¨ber S und f ein rationaler, von Null verschiedener Schnitt
von L . Dann induziert f einen Divisor
∑
i∈I ni(si) mit paarweise verschiedenen ab-
geschlossenen Punkten si ∈ S und ganzen Zahlen ni. Da S von endlichem Typ u¨ber
k ist, so sind die Restklassenko¨rper κ(si) endliche Erweiterungen des Grundko¨rpers
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k und die Zahlen ni sind die Ordnungen des Schnittes f in si. Nach obiger Beschrei-
bung gilt offenbar
deg(L ) = deg(
∑
i∈I
ni(si)) =
∑
i∈I
ni[κ(si) : k].
Die lokalen Ringe OS,si sind eindimensionale, regula¨re, lokale Ringe, also diskrete
Bewertungsringe. Bezeichnet Si das Spektrum des Ringes OS,si und ιi : Si → S
den kanonischen Morphismus, so gilt offenbar OSi,si
∼= OS,si und diese Abbildung
induziert auch einen k-Isomorphismus der jeweiligen Restklassenko¨rper. Bezeichnet
Li = ι∗iL das Pullback des Geradenbu¨ndels L auf Si so induziert f rationale
Schnitte fi in den zuru¨ckgezogenen Bu¨ndeln Li. Da Vektorbu¨ndel auf diskreten
Bewertungsringen trivial sind, induziert fi nach Wahl einer Trivialisierung von Li
eine rationale Funktion auf Si, also ein Element ai des Quotientenko¨rpers Ki =
Quot(OSi,si), und die Ordnung ni von f bzw. fi in si ist nach Definition vi(ai),
wobei vi : Ki → Z die Bewertungsfunktion auf Ki ist. Diese Zahl ist unabha¨ngig
von der lokalen Trivialisierung und damit induziert fi den Divisor (fi) = ni(si) ∈
Z1(Si) = Z0(Si) ∼= Z und es gilt deg(fi) = ni[κ(si) : k], da der Pushforward
deg : Z0(Si)→ Z0(k) auf Zykelniveau nach den kanonischen Identifizierungen mit Z
durch Multiplikation mit dem Restklassengrad gegeben wird. Insgesamt ergibt sich
also:
Lemma 3.2.1. In obiger Situation gilt fu¨r den Grad von L die Lokalisierungsfor-
mel
deg(L ) =
∑
i∈I
deg(fi).
Bemerkung 3.2.2. Die auf der rechten Seite der Lokalisierungsformel benutzte
Gradabbildung deg : Z0(Si) → Z0(k) auf Zykelniveau faktorisiert nicht u¨ber ra-
tionale A¨quivalenz, denn auf einem diskreten Bewertungsring ist jeder Divisor ein
Hauptdivisor und damit ist CH0(Si) = 0. Insofern kann man auch nicht erwarten,
daß sich die rechte Seite nur durch die lokalen Grade der zuru¨ckgezogenen Gera-
denbu¨ndel Li ausdru¨cken la¨ßt, die ja alle trivial sind. Dafu¨r braucht man vielmehr
das Zusatzdatum eines rationalen Schnittes.
3.3. Lokalisierung von Schnittzahlen. Es sei S ein eindimensionales, glattes,
zusammenha¨ngendes, eigentliches Schema u¨ber einem Ko¨rper k und pi : X → S
eigentlich und glatt von relativer Dimension d. Es seien weiter W ∈ Zd+1−n(X) und
Z ∈ Zn(X) zwei Zykel mit komplementa¨rer Kodimension auf X und eigentlichem
Schnitt. Da pi ein eigentlicher Morphismus von Schemata ist, gibt es endlich viele
abgeschlossene Fasern, in denen der Tra¨ger |Z ∩W | des zykeltheoretischen Schnitts
Z ∩ W ∈ Zd+1(X) = Z0(X) liegt. Es gibt also eine endliche Familie (si)i∈I von
paarweise verschiedenen abgeschlossenen Punkten si ∈ S und 0-Zykel (Z ∩W )i mit
|(Z ∩W )i| ⊆ Xsi = pi−1(si) und Z ∩W =
∑
i∈I(Z ∩W )i. Bezeichnet [·] die Klasse
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eines Zykels im Chowring, so gilt offenbar
deg([Z] ∪ [W ]) = deg([Z ∩W ])
=
∑
i∈I
deg(pi∗([(Z ∩W )i])) ∈ CH0(spec k) ∼= Z
Es sei Si die Lokalisierung von S in si, d.h. Si = spec(OS,si), und pii : XSi → Si
der Basiswechsel von pi : X → S bezu¨glich des flachen Morphismus ιi : Si → S.
Die Schemata S und Si haben denselben Restklassenko¨rper bei si und die Mor-
phismen ιi induzieren einen kanonischen Isomorphismus fi : (XSi)si → Xsi der
speziellen Faser (XSi)si von pii und Xsi . Bezeichnet Zi bzw. Wi den zykeltheore-
tischen Pullback auf XSi , so schneiden sich diese Zykel in der generischen Faser
nicht und ihr zykeltheoretischer Schnitt ist (Z ∩W )i, aufgefaßt als Zykel der spe-
ziellen Faser von pii. Bezeichnet weiter pii∗ : Z0(Xi) → Z0(Si) den zykeltheoreti-
schen Pushforward und deg : Z0(Si) → Z den zykeltheoretischen Grad, so gilt
deg(pii∗(Zi ∩Wi)) = deg(pii∗(Z ∩W )i)) = deg(pi∗([(Z ∩W )i])) und es folgt
Lemma 3.3.1. In obiger Situation gilt fu¨r den Grad von Z ∩W die Lokalisierungs-
formel
deg([Z ∩W ]) =
∑
i∈I
deg(pii∗(Zi ∩Wi)).
Wie oben bleibt zu bemerken, daß die linke Seite der Formel chowtheoretisch,
die rechte Seite aber zykeltheoretisch ist.
3.4. Zusammenhang zu Schnittzahlen. Es sei S eine glatte, zusam-
menha¨ngende, projektive Kurve und pi : X → S projektiv und glatt von relativer
Dimension d. Dann ist nach Satz 2.3.3 jedem Zykel W ∈ Zd+1−n(X), der homolo-
gisch trivial bezu¨glich pi ist, eine Gm-Extension
0 −→ Gm −→ ECHW −→ CHnhom(X/S) −→ 0
zugeordnet. Ist Z ∈ Zn(X) ein weiterer bezu¨glich pi homologisch trivialer Zykel,
so definiert Z einen globalen Schnitt in der Garbe CHn(X/S)hom. Es bezeichne ρ
die Abbildung ECHW → CHnhom(X/S). Das Pullback Z∗CHn(X/S) ist definiert durch
(ρU)
−1(ZU) ⊆ ECHW (U). Dies ist ein Gm-Torseur auf S und durch Hinzufu¨gen des
Nullschnitts erhalten wir ein Geradenbu¨ndel LW,Z auf S. Mit diesen Notationen gilt:
Proposition 3.4.1. Der Grad des Geradenbu¨ndels LW,Z auf S und die Schnittzahl
von W und Z stimmen u¨berein, d.h. es gilt
deg(LW,Z) = deg([W ] ∪ [Z]).
Beweis. Der Zykel Z bestimmt eine Liftung {ZU}WU der Klasse von Z
in CHn(X/S)hom u¨ber der offenen Menge U = S − pi(Z ∩ W ) bezu¨glich
EW → CHn(X/S)hom, induziert also einen Schnitt f im zuru¨ckgezogenen Gera-
denbu¨ndel LW,Z . Kann f nun als rationaler Schnitt von LW,Z aufgefaßt werden, so
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ist f regula¨r und nullstellenfrei außerhalb des Bildes des Schnittmenge von Z und
W . Also gilt nach der Lokalisierungsformel fu¨r Grade von Geradenbu¨ndeln
deg(LW,Z) =
∑
s∈S−pi(Z∩W )
fs,
wobei fs die Lokalisierung von f in s ist. Daß der Schnitt f rational ist, kann aber
lokal eingesehen werden, und die zu beweisende Aussage folgt mit der Lokalisie-
rungsformel fu¨r Schnittzahlen, falls die Identita¨t
vs(fs) = deg(pii∗(Zi ∩Wi))
gilt, wobei hier vs die Verschwindungsordnung von fs in s ist und Zi bzw. Wi die
Lokalisierung der Zykel Z bzw. W bei s und pii die Lokalisierung von pi in s be-
zeichnet. Da Lokalisierung und Pullback vertra¨glich sind, so ist die Lokalisierung
von LZ,W gegeben durch das Pullback der zu Ws gegebenen lokalen Extension EWs .
Damit folgt die Aussage aus dem folgenden Lemma.
Lemma 3.4.2. Es sei S das Spektrum eines diskreten Bewertungsringes, der u¨ber
seinem Restklassenko¨rper k definiert sei. Ist pi : X → S eigentlich und glatt von
relativer Dimension d und sind W ∈ Zd+1−n(X) und Z ∈ Zn(X) zwei bezu¨glich
pi homologisch triviale Zykel komplementa¨rer Kodimension auf X, die sich und die
spezielle Faser eigentlich schneiden. Bezeichnet f den zu Z assoziierten Schnitt im
Geradenbu¨ndel LW,Z auf S, so ist f rational und fu¨r die Ordung vs(f) im abgeschlos-
senen Punkt s von S gilt vs(f) = deg(pis∗(Z ∩W )).
Beweis. Um die Ordung von f in s explizit zu berechnen, brauchen wir eine Trivia-
lisierung von LW,Z u¨ber S. Da S das Spektrum eines diskreten Bewertungsringes ist,
so ist LW,Z trivial u¨ber S und es gibt also einen globalen Schnitt t von EW u¨ber S,
dessen Pullback LW,Z trivialisiert. Es reicht, die zu beweisende Identita¨t nach einem
e´talen Basiswechsel auf S nachzupru¨fen. Da e´tale-lokal die Zykelklassenabbildung
{·} : ZnW (X/S)hom → EW surjektiv ist, gibt es nach U¨bergang zu einer endlichen
e´talen Erweiterung S ′ → S einen homologisch trivialen Zykel Z˜ ∈ ZnW (X/S)hom(S)
mit {Z˜}W = t. Nach Definition der Garben ZnW (X/S)hom schneidet Z˜ den Zykel W
nicht, und daher gilt zykeltheoretisch (Z + Z˜) ∩W = Z ∩W . Es sei K der Ko¨rper
der rationalen Funktionen auf S und U = specK das assoziierte offene Unterschema
von S. Da Z den Zykel generisch nicht scheidet, so gibt es ein a ∈ K× = Gm(specK)
mit f |U = a + {Z˜}W und es gilt offensichtlich vs(f) = v(a), wobei v : K× → Z
die Bewertungsfunktion von K ist. Insbesondere ist f ein rationaler Schnitt. Weiter
gilt Z|U − Z˜|U ∈ ZnW (XU)rat und a = σW (ZU − Z˜U). Es bleibt also zu zeigen: Ist
Z ∈ Zn(XU) rational a¨quivalent zu 0 und ist Z disjunkt zu W |U , so ist die Schnitt-
zahl deg(pis∗(Z¯ ∩W )) gleich v(σW (Z)). Durch Linearita¨t kann man sich auf den Fall
von Hauptdivisoren beschra¨nken. Es sei also T ∈ Zn−1(X) ein integres Untersche-
ma, das die generische Faser und W eigentlich schneidet und f eine rationale, von
Null verschiedene Funktion auf T . Dann ist T ∩W eine Kurve u¨ber S und fu¨r den
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zykeltheoretischen Schnitt div(f) ∩W gilt
div(f) ∩W = i∗(div(f)|Z∩T ),
mit der Inklusion des Schnittschemas i : Z ∩ T → X. Es gilt
v(σW ([div(f)]) = [Tt : Ss]ordt(f)
= deg(pis∗(div(f))),
wobei t der spezielle Punkt von T ist und [Tt : Ss] die endliche Erweiterung der
Restklassenko¨rper an den speziellen Punkten ist.
Kapitel II. Archimedische Schnittzahlen und
Poincare´bu¨ndel
Im vorhergehenden Kapitel wurden geometrische Ho¨henpaarungen von homologisch
trivialen Zykeln in Termen der Bloch-Biextension beschrieben. Das Hauptergebnis
dieses Kapitels ist eine analoge Beschreibung (Satz 4.3.2) fu¨r lokale archimedische
Ho¨henpaarungen in Termen einer geeigneten Metrisierung der Blochschen Bierwei-
terung. Fu¨r zwei homologisch triviale Zykel auf einem glatten, projektiven, komple-
xen Schema liefert die im zuvorgehenden Kapitel ero¨rterte Konstruktion eine C×-
Biextension geeigneter Chowgruppen. Nach S. Mu¨ller-Stach ist diese Biextension
Pullback der Poincare´-Biextension auf dem Produkt geeigneter intermedia¨rer Jaco-
bischen u¨ber Abel-Jacobi-Abbildungen (Satz 3.2.1). Durch die Theorie von Moret-
Bailly (Satz 4.1.2) kann die Poincare´-Biextension und somit auch Bloch-Biextension
mit einer kanonischen Metrik versehen werden. Diese kanonische Metrik beschreibt
gewisse maximale, kompakte Untergruppen in den Fasern der Poincare´-Biextension.
Andererseits gibt S. Bloch eine topologische Charakterisierung dieser Untergruppen
durch archimedische Ho¨henpaarungen. Ein Vergleich dieser beiden Beschreibungen
ergibt das Hauptergebnis.
§ 1. Delignekohomologie und ho¨here Zykelabbildungen
Im folgenden Abschnitt wird die Definition der DelignekohomologieHkD(X,A(n)) fu¨r
separierte algebraische Schemata von endlichem Typ u¨ber C wiederholt. In Analogie
zu den in I.1.2.2 eingefu¨hrten relativen ho¨heren Chowgruppen wird der etwas all-
gemeinere Begriff der relativen Delignekohomologie HkD(X,W,A(n)) fu¨r eine glattes
Schema X und einen Zykel W auf X gegeben. Fu¨r diese Definition ist dem Au-
tor keine Literaturreferenz bekannt. Mit dieser Verallgemeinerung kann die unno¨ti-
ge Einschra¨nkung auf Primzykel beim Vergleichsbeweis der Poincare´- und Bloch-
Biextension in [MS1] aufgehoben werden. Die Techniken dieses Beweises u¨bertragen
sich aber mutatis mutandis.
1.1. Delignekohomologie. Es sei A ein noetherscher Teilring vonR, derart daß
A ⊗Z Q ein Ko¨rper ist. Der n-te Twist A(n) von A ist dann die abelsche Gruppe
(2pii)nA, aufgefaßt als Untergruppe von C.
Es sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ u¨ber C. Nach [De] (8.2.1)
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gibt es ein Diagramm
Y•
j−−−→ Y¯•
p
y
X
,
wobei j eine offene Immersion in ein eigentliches und glattes, simpliziales Schema
Y¯• u¨ber C, Y ′• = Y¯• − j(Y•) ein Divisor mit normalen U¨berkreuzungen und p eine
eigentliche Hyperu¨berdeckung von X ist (cf. [SGA IV]). Es bezeichne A(n)• den
Komplex von abelschen Garben
A(n)• : · · · −→ 0 −→ A(n) −→ 0 −→ · · ·
auf der simplizialen, komplexen Mannigfaltigkeit Y an• , wobei A(n)|Y anm die zur kon-
stanten Pra¨garbe U 7→ A(n) assoziierte Garbe auf Y anm ist, die U¨bergangsabbildun-
gen A(n)|Y anm → A(n)|Y anl fu¨r die simpliziale Struktur durch die Identita¨t induziert
sind und A(n) in A(n)• in Dimension 0 steht. Es sei weiter F nΩ•¯
Y an•
(log Y ′•
an) die
Hodgefiltration
F nΩ•¯Y an• (log Y
′
•
an
) : . . . −→ 0 −→ ΩnY¯ an• (log Y ′•
an
) −→ Ωn+1
Y¯ an•
(log Y ′•
an
) −→ · · ·
auf dem holomorphen deRham-Komplex Ω•¯
Y an•
(log Y ′•
an) von Y¯ an• mit logarithmischen
Polen entlang des Divisors Y ′•
an. Es sei Rjan∗ : D
+(Y an• ) → D+(Y¯ an• ) der derivier-
te Funktor von der derivierten Kategorie D+(Y an• ) der nach unten beschra¨nkten
Komplexe von abelschen Garben auf Y an• in die derivierte Kategorie D
+(Y¯ an• ) der
nach unten beschra¨nkten Komplexe von abelschen Garben auf Y¯ an• . Weiter seien
²(n) (bzw. σ(n)) die kanonische Abbildung von Rjan∗ A(n)
• (bzw. F nΩ•¯
Y an•
(log Y ′•
an))
in Rjan∗ Ω
•
Y an• . Der Delignekomplex A(n)
•
D ∈ Ob(D+(Y¯ an• )) von Y¯ • ist definiert als
C(f(n))•[−1], wobei C(f(n))• der Abbildungskegel von
f(n) = (²(n),−σ(n)) : Rjan∗ A(n)• ⊕ F nΩ•¯Y an• (log Y ′•
an
) −→ Rjan∗ Ω•Y an•
ist.
Definition 1.1.1. Die Delignekohomologie HkD(X,A(n)) von X mit Werten in A(n)
ist definiert durch
HkD(X,A(n)) = H
k(Y¯ an• , A(n)
•
D).
Diese Definition ist unabha¨ngig von der eigentlichen Hyperu¨berdeckung p und
der Kompaktifizierung j. Weiter ist die Bildung des Delignekomplexes funktoriell:
Ist na¨mlich g : W → X ein Morphismus von separierten Schemata von endlichem
Typ u¨ber C, so gibt es eigentliche Hyperu¨berdeckungen p : Y• → X, p′ : Z• → W ,
Kompaktifizierungen j : Y• → Y¯•, j′ : Z• → Z¯• und Morphismen von simplizialen
C-Schemata g• : Z• → Y•, g¯• : Z¯• → Y¯• mit jg• = g¯•j′, pg• = gp′. Der Pullback von
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Differentialformen respektiert logarithmische Pole und die Hodgefiltration und man
erha¨lt ein kommutatives Diagramm
Rjan∗ A(n)
• ⊕ F nΩ•¯
Y an•
(log Y ′•
an) −−−→ Rjan∗ Ω•Y an•y y
(g¯•)∗(Rj′an∗ A(n)
• ⊕ F nΩ•¯
Zan•
(logZ ′•
an)) −−−→ (g¯•)∗(Rj′an∗ Ω•Zan• )
und damit einen Morphismus der Delignekomplexe A(n)•D → (g¯•)∗(A(n)D). Es sei
nun W =
∑
r∈R nrWr ein Zykel auf X mit paarweise verschiedenen Primzykeln
Wr. Versieht man die Wr mit der reduzierten, induzierten Unterschemastruktur,
so erhalt man vermo¨ge obiger Konstruktion fu¨r jedes r ∈ R einen Morphismus
ir : A(n)
•
D → (g¯r•)∗(A(n)D). Insbesondere erhalten wir einen Morphismus
iW : A(n)
•
D →
⊕
r∈R
(g¯r•)∗(A(n)D), iW =
∑
r∈R
nrir,
dessen Abbildungskegel C(iW ) ein Komplex von Garben auf Y¯
an
• ist.
Definition 1.1.2. Die relative Deligne-Kohomologie HkD(X,W,A(n)) fu¨r X und
den Zykel W auf X ist definiert als
HkD(X,W,A(n)) = H
k(Y¯ an• , C(iW )[−1]).
Die Delignekohomologie hat folgende Eigenschaften:
i) Es sei X separiert und von endlichem Typ u¨ber C. Das a¨ußere Produkt
von Differentialformen induziert ein bis auf Homotopie eindeutiges Produkt
A(n)D ⊗ A(m)D → A(m + n)D . Dieses induziert auf H∗D(X,A(•)) =⊕
k,nH
k
D(X,A(n)) die Struktur eines bigraduierten Ringes, der antikommuta-
tiv bezu¨glich k ist. Ist allgemeiner W ein Zykel auf X, so ist H∗D(X,W,A(•))
ein bigraduierter Modul u¨ber H∗D(X,A(•)).
ii) Es sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ u¨ber C und
W =
∑
r∈R nrWr ein Zykel auf X. Dann hat man eine lange exakte Sequenz
· · · −→ HkD(X,W,A(n)) −→ HkD(X,A(n)) −→
⊕
r∈R
HkD(Wr, A(n)) −→
−→ Hk+1D (X,W,A(n)) −→ · · · .
iii) Ein Morphismus f : X → Y von lokal-algebraischen C-Schemata induziert
einen Ringhomomorphismus f ∗ : HkD(Y,A(p)) −→ HkD(X,A(p)). Dieser ist
kontravariant funktoriell.
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iv) Es sei Y separiert und von endlichem Typ u¨ber C und f : X → Y glatt von
relativer Dimension d und eigentlich. Dann hat man einen Gruppenhomomor-
phismus (Gysinmorphismus)
f∗ : HkD(X,A(n)) −→ Hk−2dD (Y,A(n− d)).
Ist g : Z −→ X ein glatter Morphismus von relativer Dimension e, so gilt
(gf)∗ = g∗f∗.
v) Es sei X von endlichem Typ u¨ber C und W ein Zykel auf X. Man hat eine
Zykelabbildung (cf. [GMV], S. 124)
cln,mD : CH
n(X,W,m) −→ H2n−mD (X,W,Z(n)).
Diese Abbildung ist mit relativen Sequenzen vertra¨glich, d.h. es kommutiert
CHn(X,m) −−−→ ⊕r∈R CHn(Wr,m) −−−→ CHn(X,W,m− 1)
cln,mD
y Lr∈R cln,mD y cln,m−1D y
H2n−mD (X,Z(n)) −−−→
⊕
r∈RH
2n−m
D (Wr,Z(n)) −−−→ H2n−m+1D (X,W,Z(n)).
Ist f : X → Y eigentlich und glatt von relativer Dimension d, so gilt
f∗cl
n,m
D = cl
n−d,m−d
D f∗. Ist f flach oder von vollsta¨ndigem Durchschnitt, so
gilt f ∗cln,mD = cl
n,m
D f
∗.
vi) Es gilt kanonisch
H1D(specC,Z(1)) = C
×.
vii) Es sei X glatt u¨ber C. Dann hat man eine lange exakte Sequenz
· · · −→ HkD(X,Z(n)) −→ Hk(X,Z(n))⊕Hk(X,F nΩ•X) −→
−→ HkdR(X,C) −→ · · · .
Ist X zusa¨tzlich projektiv, so ist
im(Hk(X,F nΩ•X) −→ HkdR(X,C)) = F nHkdR(X,C)
die Hodgefiltration auf HkdR(X,C).
§ 2. Komplexe Tori und intermedia¨re Jacobische
2.1. Dualita¨t komplexer Tori. Es sei X ein reduzierter komplexer Raum. Die
exakte Exponentialsequenz
0 −−−→ Z(1) −−−→ OX exp−−−→ O∗X −−−→ 0
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liefert die exakte Kohomologiesequenz
H1B(X,Z(1)) −−−→ H1(X,OX) −−−→ H1(X,O∗X) = Pic(X) c1−−−→ H2B(X,Z(1)).
Fu¨r die Gruppe Pic0(X) der Isomorphieklassen von invertierbaren OX-Moduln mit
trivialer erster Chernklasse c1 erha¨lt man somit einen kanonischen Isomorphismus
Pic0(X) ∼= H1(X,OX)/H1B(X,Z(1)) = H1(X,OX)/(2pii)H1B(X,Z).
Es sei T ein komplexer Torus, d.h. eine zusammenha¨ngende, kompakte, komplexe
Liegruppe. Die Exponentialabbildung
LieCT
exp−−−→ T
ist die universelle U¨berlagerung von T , deren Decktransformationsgruppe sich u¨ber
den Hurewicz-Isomorphismus pi1(T, 0) → H1(T,Z) auf kanonische Weise mit dem
Kern der Exponentialabbildung identifiziert. Insbesondere hat man eine kanonische
Darstellung T ∼= V/Λ mit V = LieCT und Λ = H1(T,Z). Da T offenbar eine
Ka¨hlermetrik besitzt, degeneriert die Fro¨licher Spektralsequenz auf dem E1-Term
und man hat die (von der Wahl der Ka¨hlermetrik unabha¨ngige) Hodgezerlegung
HndR(T,C) = Λ
n
RHomR(V,R)⊗R C ∼=
⊕
p+q=n
Hp,q(T )
mit den Hodgekohomologiegruppen Hp,q(T ) = Hq(T,ΩpT/C) = Λ
p
CV
∨ ⊗C ΛqCV¯ ∨
und V ∨ = HomC(V,C). Aus dem universellem Koeffiziententheorem folgt
Λ∨ ∼= H1B(X,Z), wobei Λ∨ = HomZ(Λ,Z) ∼= {ϕ ∈ V¯ ∨|ϕ(Λ) ⊆ Z} ⊆ V¯ ∨ das zu
Λ duale Gitter in V¯ ∨ sei. Dieses Gitter ist ein volles Untergitter in V¯ ∨ und man
kommt daher zu
Definition 2.1.1. Ist T ein komplexer Torus, so ist T∨ = Pic0(T ) = V¯ ∨/(2pii)Λ∨,
versehen mit seiner kanonischen komplexen Struktur, ein komplexer Torus. Dieser
heißt auch der zu T duale Torus.
Fu¨r den komplexen Torus T ergibt die somit die kanonische Bidualita¨t
(T∨)∨ = Pic0(Pic0(T )) = Pic0(V¯ ∨/(2pii)Λ∨) = V¯ ∨
∨
/(2pii)((2pii)Λ∨)∨ ∼= V/Λ = T.
2.2. Poincare´bu¨ndel. Es sei f : X → S ein Morphismus von Schemata. Nach
Descenttheorie ist Gm eine abelsche fppf-Garbe auf X und der relative Picardfunk-
tor PicX/S : (Sch/S)
0 → (Ab) ist definiert als die fppf-Garbe PicX/S = R1fppff∗(Gm)
auf S. Es sei f quasikompakt und separiert. Weiter gelte f∗(OX) = OS univer-
sell, und f lasse einen Schnitt zu. Dann gilt PicX/S(T ) = Pic(X ×S T )/pr∗TPic(T ).
Nach einem Theorem von Grothendieck ist PicX/S ein separiertes S-Schema von
lokal endlicher Pra¨sentation, falls f flach, projektiv und von endlicher Pra¨sentation
ist und geometrisch integre Fasern hat. Ist also X = A ein (projektives) abelsches
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Schema u¨ber S, d.h. ein glattes projektives Gruppenschema mit (geometrisch) zu-
sammenha¨ngenden Fasern, so ist PicA/S ein glattes Gruppenschema u¨ber S und es
gilt PicA/S(S) = Pic(A)/pr
∗
SPic(S). Das minimale offene Unterschema von PicA/S,
welches den 0-Schnitt entha¨lt, ist eigentlich u¨ber S mit zusammenha¨ngenden Fa-
sern; dieses Gruppenschema heißt das zu A duale abelsche Schema, ist selbst wieder
projektiv und wird mit A∨ bezeichnet. A∨ stellt den offenen Unterfunktor
(Sch/S)0 −→ (Ab)
T 7−→ Pic0A/S(T ) = {l ∈ PicA/S(T ) = Pic(A×S T )/pr∗TPic(T )
mit lt ∈ Pic(Xt) ist algebraisch a¨quivalent
zu 0 fu¨r jeden geometrischen Punkt t von T}.
dar.
Definition 2.2.1. i) Es sei A eine abelsche Varieta¨t u¨ber einem Ko¨rper k. Ein
Geradenbu¨ndel P u¨ber A ×k A∨ heißt ein Poincare´bu¨ndel, falls es zu jeder
endlichen Ko¨rpererweiterung l|k und jedem l-rationalen Punkt [L ] ∈ A∨(l)k =
Pic0(A ×k l) einen Isomorphismus P|A[L ] ∼= L gibt. Dabei ist A[L ] mit Al
durch prAl : A[L ] → Al identifiziert.
ii) Es sei T ein komplexer Torus. Ein holomorphes Geradenbu¨ndelP auf T×CT∨
heißt Poincare´bu¨ndel, falls es zu jedem Punkt [L ] ∈ T∨ = Pic0(T ) einen
Isomorphismus P|T×[L ] ∼= L gibt, wobei T × [L ] mit T u¨ber die Projektion
auf den ersten Faktor identifiziert sei.
Die Existenz von Poincare´bu¨ndeln fu¨r abelsche Varieta¨ten ergibt sich offenbar
aus der Existenz der dualen abelschen Varieta¨t, d.h aus der Darstellbarkeit des
Picardfunktors Pic0A/k fu¨r abelsche Varieta¨ten A. In der komplexen Geometrie findet
sich die Existenz des Poincare´bu¨ndels z.B. in [LB] Thm. 2.5.1. In der Tat, man kann
im analytischen Fall ein analoges Deformationsproblem von Geradenbu¨ndeln mit
trivialer erster Chernklasse u¨ber normale komplexe Ra¨ume betrachten, und das in
Definition 2.1.1 gegebene Pic0(T ) ist die universelle Lo¨sung dieses Problems fu¨r
komplexe Tori T .
Es ist zu bemerken, daß ein Poincare´bu¨ndel bis auf Isomorphie eindeutig fest-
gelegt ist. Diese ist jedoch nicht kanonisch, da die Automorphismen von Ge-
radenbu¨ndeln auf A ×k A∨ durch Homothetien mit nichtrivialen Skalaren des
Grundko¨rpers gegeben sind. Um das Poincare´bu¨ndel bis auf einen kanonischen Iso-
morphismus zu fixieren, muß zusa¨tzlich noch eine Rigidifizierung, d.h. ein Isomor-
phismus P|{0}×kA∨ ∼= OA∨ , zum Datum des Poincare´bu¨ndels einer abelschen Va-
rieta¨t oder eines komplexen Torus aufgenommen werden: Zu je zwei rigidifizierten
Poincare´bu¨ndeln gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus, der die Rigi-
difizierung respektiert. Im folgenden seien daher Poincare´bu¨ndel immer mit einer
Rigidifizierung versehen.
Es sei A eine komplexe abelsche Varieta¨t, Aan der assoziierte komplexe Torus
und an : Aan → A der Analytifizierungsmorphismus der zugrundeliegenden gering-
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ten Ra¨ume. Nach GAGA induziert an∗ : Coh(A)→ Coh(Aan), L 7→ an∗L = L an,
eine A¨quivalenz der Kategorie der koha¨renten algebraischen Garben auf A und der
koha¨renten analytischen Garben auf Aan. Dies induziert offensichtlichen einen Iso-
morphismus von Gruppen Pic(A) → Pic(Aan). Da die erste l-adische Chernklasse
cl1(L ) ∈ H2e´t(A,Zl(1)) eines algebraisch trivialen Geradenbu¨ndels verschwindet und
da der Isomorphismus H2e´t(A,Zl(1)) → H2(Aan,Z(1)) ⊗Z Zl mit c1 kompatibel ist,
folgt cB1 (L
an) = 0. Somit erha¨lt man eine Injektion Pic0(A)→ Pic0(Aan). Diese ist
aus Dimensionsgru¨nden surjektiv und es folgt der Isomorphismus (A∨)an ∼= (Aan)∨,
und die Abbildung A×CA∨ → Aan×C (Aan)∨ ist mit dem Poincare´bu¨ndel (und bei
vorhandener Rigidifizierung auch mit dieser) vertra¨glich.
2.3. Die Biextensionseigenschaft des Poincare´bu¨ndels. Es sei A eine abel-
sche Varieta¨t u¨ber einem Ko¨rper k oder ein komplexer Torus (k = C). Das Poin-
care´bu¨ndelP auf dem Produkt A×kA∨ von A mit ihrer dualen abelschen Varieta¨t
(seinem dualen komplexen Torus) ist das grundlegende Beispiel eine Biextension.
Da sich die Blochsche Biextension im Falle k = C als Pullback dieser Erweiterung
u¨ber die ho¨heren Abel-Jacobi-Abbildungen erweist, wollen wir dieses Beispiel etwas
genauer studieren.
Es bezeichne t : A∨ ×k A → A ×k A∨, (x, y) 7→ (y, x), die Vertauschung der
Koordinaten. Die kanonische Bidualita¨t λA : A → (A∨)∨ wird gegeben durch das
Pullback t∗P des Poincare´bu¨ndels
P ∈ (A∨)∨(A)k = Pic0A∨/k(A) = Pic0(A×k A∨)
von A. Fu¨r das Poincare´bu¨ndel PA∨ von A∨ gilt die Isomorphie
(idA∨ ×k λA)∗PA∨ ∼= t∗P,
und daher ist P|A×{0} trivial. Insbesondere kann man annehmen, daß P eine
mit der Rigidifizierung P|{0}×kA∨ = O{0}×kA∨ vertra¨gliche weitere Rigidifizierung
P|A×k{0} = OA×k{0} besitzt, also ein birigidifiziertes Geradenbu¨ndel ist.
Es bezeichne nun pri : A×kA→ A, i = 1, 2, (bzw. µ : A×kA→ A) die Projektion
auf den i-ten Faktor (bzw. die Multiplikation). Wir erhalten damit Morphismen
pri ×k idA∨ , µ×k idA∨ : A×k A×k A∨ → A×k A∨ und ein Geradenbu¨ndel
L = (pr1 ×k idA∨)∗P ⊗O (pr2 ×k idA∨)∗P ⊗O (µ×k idA∨)∗P∨
auf A ×k A ×k A∨, wobei zur Abku¨rzung O = OA×kA×kA∨ gesetzt sei. Es ergibt
sich L |{0}×kA×kA∨ = O|{0}×kA×kA∨ , denn wegen der Rigidizifierung von P entlang
{0} ×k A∨ gilt (pr1 ×k idA∨ |{0}×kA×kA∨)∗P = O|{0}×kA×kA∨ und offensichtlich ist
pr2 ×k idA∨ |{0}×kA×kA∨ = µ×k idA∨ |{0}×kA×kA∨ . Analog erha¨lt man L |A×k{0}×kA∨ =
O|A×k{0}×kA∨ und L |A×kA×k{0} = O|A×kA×k{0}. Mit dem Satz vom Kubus ([Mi2]
Thm. 6.1) erha¨lt man L = O und daher einen kanonischen Isomorphismus
+1 : (pr1 ×k idA∨)∗P ⊗O (pr2 ×k idA∨)∗P −→ (µ×k idA∨)∗P.
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Setzt man G′ = A∨ in den Notation von Definition I.1.3.3, so erha¨lt man auf analoge
Weise den kanonischen Isomorphismus
+2 : (idA ×k pr′1)∗P ⊗O (idA ×k pr′1)∗P −→ (idA ×k µ′)∗P
mit O = OA×kA∨×kA∨ . Man setze pij = pri ×k pr′j. Wegen der trivialen Identita¨ten
(pri ×k idA∨) ◦ (idA ×k idA ×k pr′j) = pr×k pr′j = pij, i, j = 1, 2,
und
(µ×k idA∨) ◦ (idA ×k idA ×k pr′j) = µ×k pr′j, j = 1, 2
erha¨lt man durch Pullback von +1 durch idA×k idA×k pr′j, j = 1, 2, und Tensorieren
einen Isomorphismus
+1 ⊗+1 : p∗11P ⊗ p∗21P ⊗ p∗12P ⊗ p∗22P −→ (µ×k pr′1)∗P ⊗ (µ×k pr′2)∗P
von Geradenbu¨ndeln auf A×k A×k A∨ ×k A∨. Analog erha¨lt man
+2 ⊗+2 : p∗11P ⊗ p∗12P ⊗ p∗21P ⊗ p∗22P −→ (pr1 ×k µ′)∗P ⊗ (pr2 ×k µ′)∗P.
Durch Basiswechsel von +2 durch µ×k idA∨ ×k idA∨ erha¨lt man
+2(µ) : (µ×k pr′1)∗P ⊗ (µ×k pr′2)∗P −→ (µ×k µ′)∗P
und analog
+1(µ′) : (pr1 ×k µ′)∗P ⊗ (pr2 ×k µ′)∗P −→ (µ×k µ′)∗P.
Es bezeichne t den kanonischen Isomorphismus
p∗11P ⊗ p∗21P ⊗ p∗12P ⊗ p∗22P −→ p∗11P ⊗ p∗12P ⊗ p∗21P ⊗ p∗22P.
Damit P = P − {0} die Axiome einer Biextensionsstruktur erfu¨llt, muß noch
(+2)(µ) ◦ (+1 ⊗ +1) = (+1)(µ′) ◦ (+2 ⊗ +2) ◦ t eingesehen werden. Da beide Seiten
Isomorphismen von Geradenbu¨ndel sind, unterscheiden sie sich durch Multiplikation
mit einem Skalar aus k×, denn die Automorphismengruppe eines Geradenbu¨ndels
auf einem geometrisch integren, eigentlichen k-Schema sind die Homothetien durch
Elemente aus k×. Dieses Skalar kann aber an der Faser u¨ber dem Nullpunkt von
A ×k A ×k A∨ ×k A∨ berechnet werden. Unter Benutzung der Birigidifizierung von
P ist dies aber die Gleichheit der Abbildungen
k ⊗k k ⊗k k ⊗k k −→ k ⊗k k −→ k,
{
a⊗ b⊗ c⊗ d 7−→ ab⊗ cd 7−→ abcd,
a⊗ b⊗ c⊗ d 7−→ ac⊗ bd 7−→ acbd.
Bezeichnet P =P − {0}, so gilt also
Proposition 2.3.1. Die Morphismen +1,+2 definieren eine Gm,k-Biextension P
auf A×k A∨.
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2.4. Intermedia¨re Jacobische. Es sei X eine kompakte, komplexe Mannigfal-
tigkeit der Dimension d. Durch das a¨ußere Produkt und Integration von Differenti-
alformen erha¨lt man eine (von der Wahl von i und damit der Orientierung von X
unabha¨ngige) perfekte Paarung
HkdR(X,C)×H2d−kdR (X,C) −→ C, ([ω], [η]) 7−→
1
(2pii)d
∫
X
ω ∧ η.
Diese Paarung ist vertra¨glich mit der Poincare´dualita¨t
HkB(X,Z)×H2d−kB (X,Z) −→ Z(−d)
fu¨r die singula¨re Kohomologie bezu¨glich des durch den Koeffizientenwechsel Z ↪→ C
induzierten Morphismus HnB(X,Z)→ HnB(X,C) ∼= HndR(X,C). La¨ßt X eine Ka¨hler-
metrik zu, so folgt aus der Vertra¨glichkeit der Poincare´dualita¨t mit der Serredualita¨t
fu¨r die Hodgefiltration F • auf der deRham-Kohomologie
(F¯ nHkdR(X,C))
∨ = F d+n−kH2d−kdR (X,C).
Definition 2.4.1. Es sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, die eine
Ka¨hlermetrik zula¨ßt. Dann ist die n-te intermedia¨re Griffith-Jacobische Jn(X) von
X gegeben durch
Jn(X) = H2n−1dR (X,C)/(F
nH2n−1dR (X,C) +H
2n−1
B (X,Z(n))).
Die intermedia¨re Jacobische Jn(X) ist ein komplexer Torus der Dimension
b2n−1
2
= 1
2
rk H2n−1(X,Z). Mit der in Kapitel I benutzten Notation gilt also
Jn(X) = J2n,n(X).
Wichtig fu¨r das Folgende ist die Berechnung des zu Jn(X) dualen komplexen
Torus. Es sei dazu X eine d-dimensionale, kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit
vom Ka¨hlertyp und n,m zwei ganze Zahlen mit n + m = d + 1. Da die deRham-
Kohomologie eine kanonische reelle Struktur hat, gilt:
Pic0(Jn(X)) = H2n−1dR (X,C)/F nH
2n−1
dR (X,C)
∨
/H2n−1B (X,Z(n))
∨(1)
= H2m−1dR (X,C)/(F¯
nH2n−1dR (X,C)
∨ +H2m−1B (X,Z(m− 1))(1))
= H2m−1dR (X,C)/(F
mH2m−1dR (X,C) +H
2m−1
B (X,Z(m))) = J
m(X)
Insbesondere haben wir ein Poincare´bu¨ndel Pmn auf Jm(X)×C Jn(X).
Bemerkung 2.4.2. Die intermedia¨ren Griffith-Jacobischen besitzen auch folgende
hodgetheoretische Beschreibung: Die singula¨re Kohomologie HnB(X,Z) einer kompak-
ten Ka¨hlermannigfaltigkeit X tra¨gt in kanonischer Weise eine reine Z-Hodgestruktur
vom Gewicht n. Twisten mit der Hodge-Tate-Struktur Z(n) gibt auf H2n−1B (X,Z)(n)
eine reine Struktur vom Gewicht -1. Nun gilt nach [Ja2] fu¨r eine gemischte Hodge-
struktur H in der abelschen Kategorie Z-MHS der gemischten Z-Hodgestrukturen
Ext1Z-MHS(Z, H) =W0H ⊗Z C/(W0H + F 0W0H ⊗Z C).
Folglich gilt
Jn(X) = Ext1Z-MHS(Z, H
2n−1
B (X,Z(n))).
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2.5. Abel-Jacobi-Abbildungen. Es sei X glatt u¨ber C. Dann hat man eine
lange exakte Sequenz
· · · −→ HkD(X,Z(n)) −→ Hk(X,Z(n))⊕Hk(X,F nΩ•X) −→ HkdR(X,C) −→ · · · .
Ist X kompakt und vom Ka¨hlertyp, so ist im(σ(n)∗) = F nHkdR(X,C) die Hodgefil-
tration auf der deRham-Kohomologie und fu¨r k = 2n − 1 erha¨lt man kurze exakte
Sequenzen
0 −→ Jn(X) −→ H2nD (X,Z(p)) −→ Hdgn(X) −→ 0,
wobei Hdgn(X) = ker(H2n(X,Z(n)) −→ Hn,n(X)) die Gruppe der ganzen
Hodgezykel auf X ist. Man hat nach [GMV], S. 124ff, eine Zykelabbildung
cln,0D : Z
p(X) → H2nD (X,Z(n)). Ist nun Z ∈ Zn(X) ein homologisch tri-
vialer Zykel, so ist dessen Klasse in der singula¨ren Kohomologie trivial, i.e.
cln,0D (Z) ∈ ker(H2nD (X,Z(n)) → Hdgn(X)). Folglich erha¨lt man einen Homomor-
phismus Zn(X)hom → Jn(X). Da die Zykelabbildung in die Delignekohomologie
u¨ber rationale A¨quivalenz faktorisiert ergibt sich ein kommutatives Diagramm
0 −−−→ CHn(X)hom −−−→ CHn(X)
jn
y cln,0D y
0 −−−→ Jn(X) −−−→ H2nD (X,Z(n)) −−−→ Hdgn(X) −−−→ 0
Definition 2.5.1. Die Abbildung jn : CHn(X)hom → Jn(X) heißt die n-te Abel-
Jacobi-Abbildung.
§ 3. Vergleich von Poincare´- und Blochbiextension.
Im folgenden sei X ein d-dimensionales projektives glattes zusammenha¨ngendes
Schema von endlichem Typ u¨ber C und m,n ganze Zahlen mit m+ n = d+ 1.
3.1. Die Blochsche Konstruktion fu¨r S = specC. Es sei W ⊆ Zm(X)
ein m-kodimensionaler homologisch trivialer Zykel auf X und w dessen Klasse in
CHmhom(X). Dann ist die lange exakte Sequenz der ho¨heren Chowgruppen fu¨r das
Paar (X,W ) von der Form
· · · −→ CHn(X, 1) −→ CHn(W, 1) −→ CHn(X,W, 0) −→ CHn(X) −→ 0.
Nach I.2.2.1 ist die Komposition
θW : CH
n(X, 1) −→ CHn(W, 1) −→ CH1(specC, 1) = C×
die triviale Abbildung und Kobasiswechsel mit der kanonischen Abbildung
CHn(W, 1)→ CH1(specC, 1) ∼= C× ergibt eine kurze exakte Sequenz
0 −→ C× −→ ECHW −→ CHn(X) −→ 0.
§ 3. Vergleich von Poincare´- und Blochbiextension. 43
Basiswechsel mit der Inklusion CHnhom(X) ↪→ CHn(X) liefert die kurze exakte Se-
quenz
0 −→ C× −→ ECHW −→ CHnhom(X) −→ 0,
die bis auf kanonische Isomorphie nur von der Klasse w von W abha¨ngt. Nach
Definition beschreibt diese Sequenz gerade die Einschra¨nkung Ew derGm(C) = C×-
Biextension E u¨ber CHmhom(X)× CHnhom(X) auf {w} × CHnhom(X).
3.2. Vergleich mit der Poincare´-Biextension. Es sei P = Pm,n − {0} die
Poincare´-Biextension auf Jm(X) ×C Jn(X) und Pjm(w) die Einschra¨nkung von P
auf {jm(w)} × Jn(X) ∼= Jn(X) fu¨r den Punkt jm(w) ∈ Jm(X). Wir erhalten also
eine kurze exakte Sequenz von komplexen Liegruppen
0 −→ C× −→ Pjm(w) −→ Jn(X) −→ 0.
Die Zykelabblidung in die Delignekohomologie vertauscht mit dem Gysinmorphis-
mus (cf. 1.1 v)), d.h. das Diagramm
CHn(W, 1) −−−→ CH1(specC, 1) ∼= C×
cln,1D
y cl1,1D y
H2n−1D (W,Z(n)) −−−→ H1D(specC,Z(1)) ∼= C×
kommutiert. Betrachtet man die lange Kohomologiesequenzen des Paares (X,W )
fu¨r die ho¨heren Chowgruppen bzw. fu¨r die Delignekohomologie, so ergibt die Zykel-
abbildung ein kommutatives Diagramm (cf. 1.1 v))
CHn(X, 1) −−−→ CHn(W, 1) −−−→ CHn(X,W, 0) −−−→ CHn(X)
cln,1D
y cln,1D y cln,0D y cln,0D y
H2n−1D (X,Z(n)) −−−→ H2n−1D (W,Z(n)) −−−→ H2nD (X,W,Z(n)) −−−→ H2nD (X,Z(n)).
Kobasiswechsel mit obigem Diagramm liefert ein kommutatives Diagramm mit ex-
akten Zeilen
0 −−−→ C× −−−→ ECHW −−−→ CHn(X)
id
C×
y y y
0 −−−→ C× −−−→ PW −−−→ H2nD (X,Z(n)).
Da die Zykelabbildung in die Delignekohomologie und die Abel-Jacobi-Abbildung
kommutieren, also das Diagramm
CHnhom(X) −−−→ CHn(X)
jn
y cln,0D y
Jn(X) −−−→ H2nD (X,Z(n))
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kommutiert, erha¨lt man durch Basiswechsel einen Morphismus von Extensionen
0 −−−→ C× −−−→ ECHW −−−→ CHnhom(X) −−−→ 0
id
C×
y y jny
0 −−−→ C× −−−→ PW −−−→ Jn(X) −−−→ 0.
Geht man zu den nur von der Klasse w = {W} ∈ CHm(X) abha¨ngigen Isomor-
phieklassen von Extensionen u¨ber, so beschreibt die obere Zeile die Bloch- und die
untere Zeile die Poincare´-Extension u¨ber w bzw. jm(w). Insgesamt erha¨lt man einen
Morphismus von C×-Biextensionen
ECH −−−→ CHmhom(X)× CHnhom(X)y yjm×jn
P −−−→ Jm(X)×C Jn(X).
Mit unserer Definition von relativer Deligne-Kohomologie ergibt der entsprechend
modifizierte Beweis in [MS1]:
Satz 3.2.1 (Mu¨ller-Stach,[MS1] Thm. 1). Das zuvorstehende Diagramm ist
kartesisch, d.h. E ist der Basiswechsel der Poincare´-Biextension P via jm × jn.
Beweis. Die zu beweisende Aussage muß lediglich auf den Fasern nachgepru¨ft wer-
den, d.h. es ist zu pru¨fen, daß
ECHw −−−→ CHnhom(X)y yjn(X)
Pjm(w) −−−→ Jn(X)
kartesisch fu¨r alle w ∈ CHmhom(X) ist. Die Behauptung ergibt sich mit nachstehendem
Lemma.
Lemma 3.2.2. Es sei
0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0
∼=
y y y
0 −−−→ A′ −−−→ B′ −−−→ C ′ −−−→ 0
ein kommutatives Diagramm von abelschen Gruppen mit exakten Zeilen. Ist die
Abbildung A → A′ ein Isomorphismus, so ist auch die kanonische Abbildung
B → B′ ×C′ C ein Isomorphismus, das rechte Quadrat des Diagramms ist also
kartesisch.
Beweis. Dies ergibt sich aus einer einfachen Diagrammjagd.
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§ 4. Archimedische Schnittzahlen.
4.1. Metrisierung des Poincare´bu¨ndels. Es sei T ein komplexer Torus und
L¯ ein holomorphes Geradenbu¨ndel auf T , versehen mit einer C∞-hermiteschen Me-
trik. Wir bezeichnen mit ∇ den eindeutig bestimmten holomorphen metrischen Zu-
sammenhang auf L und
c1(L¯ ) = ∇2 ∈ Γ(T,Ω1,1T )
die 1-te Chernform von ∇.
Definition 4.1.1. Das metrisierte Geradenbu¨ndel L¯ (oder die Metrik auf L )
heißt zula¨ssig, wenn die Kru¨mmungsform c1(L¯ ) invariant unter Translation ist,
d.h. t∗ac1(L¯ ) = c1(L¯ ) fu¨r jede Translation ta : T → T, b 7→ a+ b, a ∈ T .
Die Menge der zula¨ssigen Metriken auf L sei mit pi(T,L ) bezeichnet. Offenbar
ist eine zula¨ssige Metrik bis auf Multiplikation mit einer positiven reellen Konstante
eindeutig bestimmt. Die Existenz einer zula¨ssigen Metrik folgt aus [GH], Prop. S.
148. Das System von Mengen pi(T,L ) besitzt offensichtlich folgende Eigenschaften:
i) Ist u : L →M ein Isomorphismus holomorpher Geradenbu¨ndel auf T und ρ
eine zula¨ssige Metrik auf M , so ist u∗ρ eine zula¨ssige Metrik auf L .
ii) Fu¨r das triviale Geradenbu¨ndel OT auf T ist pi(T,OT ) die Menge der konstan-
ten Metriken.
iii) Sind L1 und L2 holomorphe Geradenbu¨ndel, und ρ1 bzw. ρ2 zula¨ssige Metri-
ken auf L1 bzw. L2, so ist ρ1 ⊗ ρ2 eine zula¨ssige Metrik auf L1 ⊗L2.
iv) Ist f : S → T ein Morphismus komplexer Tori und ρ ∈ pi(T,L ) eine zula¨ssige
Metrik auf einem holomorphen Geradenbu¨ndel L , so ist f ∗ρ eine zula¨ssige
Metrik auf f ∗L .
Die Eigenschaften i)-iv) liefern eine Axiomatisierung der zula¨ssigen Metriken, ge-
nauer gilt:
Satz 4.1.2 ([MB], Thm. 3.1). Fu¨r jeden komplexen Torus T und jedes holomor-
phe Geradenbu¨ndel L auf T gibt es ein eindeutig bestimmtes System von Metriken
pi(T,L ) 6= ∅, sodaß die Eigenschaften i)-iv) erfu¨llt sind.
Eine alternative Beschreibung der zula¨ssigen Metriken ergibt sich wie folgt: Ist T
ein komplexer Torus und bezeichnet I eine Teilmenge von {1, 2, 3} und prI : T 3 → T ,
(a1, a2, a3) 7→
∑
i∈I ai und L ein Geradenbu¨ndel auf T , so ist nach dem Satz vom
Kubus das Geradenbu¨ndel
D3(L ) =
⊗
I⊆{1,2,3}
pr∗IL
⊗(−1)|I|
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auf T 3 (kanonisch) trivial. Ist L versehen mit einer zula¨ssigen Metrik, so ist die
induzierte Metrik auf D3(L ) zula¨ssig. In Umkehrung dazu gilt: Ist ρ eine Metrik
auf T und D3(ρ) konstant, so ist ρ zula¨ssig.
Es sei nunP das (rigidifizierte) Poincare´bu¨ndel auf T×CT∨. Nach obigem Theo-
rem gibt es eine zula¨ssige Metrik ρ ∈ pi(T ×CT∨,P) aufP. Da das Poincare´bu¨ndel
rigidifiziert entlang von {0}×CT∨ ist, so wird ρ durch die Normierung ρ(1, 1)(0,0) = 1
eindeutig, wobei 1 ∈ C ∼=kan. P(0,0). Da die Restriktion eines zula¨ssigen Gera-
denbu¨ndels wieder zula¨ssig ist, so ist die Rigidifizierung P|{0}×CT∨ ∼= OT∨ eine Iso-
metrie (OT∨ ist dabei mit der trivialen Metrik versehen). Ist P =P−{0}mit der in-
duzierten Metrik versehen, so ist diese kompatibel mit der C×-Biextensionstruktur.
Genauer gilt:
Lemma 4.1.3. Die Kompositionsabbildungen +1,+2 fu¨r die Biextensionsstrukur
+1 : P(x1,y) ×P(x2,y) −→ P(x1+x2,y), +2 : P(x,y1) ×P(x,y2) −→ P(x,y1+y2)
mit x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ T induzieren Isometrien
P(x1,y) ⊗C× P(x2,y) ∼= P(x1+x2,y), P(x,y1) ⊗C× P(x,y2) ∼= P(x,y1+y2).
Beweis. Mit den Notationen aus 2.3. ist
+1 : (pr1 ×C idT∨)∗P ⊗ (pr2 ×C idT∨)∗P −→ (µ×C idT∨)∗P
eine Isomorphismus von Geradenbu¨ndeln auf T ×C T ×C T∨. Nach den Axiomen
iii) und iv) fu¨r zula¨ssige Metriken sind beide Seiten mit einer zula¨ssigen Metrik
versehen. Mit Axiom i) und ii) ist +1 bis auf Multiplikation mit einer positiven
reellen Konstanten ein Isometrie. Diese kann am Punkt (0, 0, 0) berechnet werden
und bestimmt sich wegen der Rigidifizierung zu 1.
Es sei || · || die zur kanonischen Metrik auf P assoziierte Norm. Wir betrachten
nun die Abbildung
log || · ||2 : P −→ R
und deren Nullstellenmenge S = {v ∈ P| log ||v||2 = 0}.
Korollar 4.1.4. Fu¨r jeden Punkt y ∈ T∨ ist
log || · ||2 : P|T×C{y} −→ R
ein Homomorphismus abelscher Gruppen bzgl. +1 mit Kern S|T×C{y}. Eine analoge
Aussage gilt fu¨r +2. U¨berdies hat S die folgenden Eigenschaften:
i) S ist eine kompakte C∞-S1-Biextension, insbesondere also ein S1-
Prinzipalbu¨ndel.
ii) Fu¨r jeden Punkt x ∈ T (resp. y ∈ T∨) ist
S|{x}×CT∨ ⊆ P|{x}×CT∨ (resp. S|T×C{y} ⊆ P|T×C{y})
die maximale, kompakte, zusammenha¨ngende Unterliegruppe. Die Menge S ist
durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.
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Beweis. Sind xi ∈ T und wi ∈ P(xi,y), i = 1, 2, so gilt nach Lemma 4.1.3
||w1 +1 w2|| = ||w1|| · ||w2|| und daher log ||w1 +1 w2||2 = log ||w1||2 + log ||w2||2.
Insbesondere lassen sich die Verknu¨pfungen +1,+2 auf S einschra¨nken und S1 =
{z ∈ C|||z|| = 1} operiert auf S. Ist U ⊆ T ×C T∨ eine offene Teilmenge,
auf der P trivial ist, so gilt S|U ∼= U × S1 als differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Also folgt i). Da R keine nichttrivialen kompakten Untergruppen besitzt, so ist
S|{x}×CT∨ ⊆ P|{x}×CT∨ eine maximale, zusammenha¨ngende, kompakte Untergrup-
pe. Da Untergruppen mit dieser Eigenschaft in abelschen Liegruppen eindeutig sind,
ergibt sich ii).
Offensichtlich ist der Homomorphismus
log || · ||2 : P|T×C{y} −→ R
nicht durch die Angabe der maximalen kompakten Untergruppe festgelegt. Der Quo-
tient ist zwar isomorph zu R, aber nicht kanonisch und daher unterscheiden sich je
zwei solche Homomorphismen um einen Automorphismus der topologischen Grup-
pe R, also um die Multiplikation mit einer nichttrivialen reellen Konstanten. Man
erha¨lt die Eindeutigkeit in ersichtlicher Weise durch Hinzunahme einer weiteren Be-
dingung:
Korollar 4.1.5. Es gibt einen eindeutig bestimmten stetigen Homomorphismus
P|T×C{y} −→ R,
der den Homomorphismus C× → R, z 7→ log |z|2, bezu¨glich der kanonischen Inklu-
sion C× ↪→ P|T×C{y} fortsetzt.
4.2. Definition von Archimedischen Schnittzahlen. Es sei X eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit der Dimension d und W ⊆ X eine irreduzible analytische
Teilmenge der Kodimension m mit singula¨rem Ort Wsing. Dann hat Wsing ⊆ W
Kodimension ≥ 1 und ist damit nirgends dicht in W . Es sei p + q = 2m und
η ∈ Γc(X,Ωd−p,d−qX ) eine differenzierbare (d− p, d− q)-Form mit kompakten Tra¨ger
auf X. Dann existiert das Integral
δW (η) =
1
(2pii)d−m
∫
W−Wsing
η
und man erha¨lt einen globalen (p, q)-Strom (Distribution) δW ∈ Γ(X,Dp,qX ). Dabei
ist Dp,qX die Garbe der (p, q)-Stro¨me und es gilt offenbar D
p,q
X = Ω
p,q
X ⊗C∞ DX , wobei
DX die C∞-Algebra der Distributionen auf X ist. Durch lineare Fortsetzung erha¨lt
man einen Gruppenhomomorphismus
δ : Zm(X) −→ Γ(X,Dp,qX ), δ 7−→ δW ,
dessen Bild in Γ(X,Dm,mX ) enthalten ist. Man hat Operatoren ∂ : D
p,q
X → Dp,q+1X und
∂¯ : Dp,qX → Dp+1,qX die D•,• zu einem Bikomplex von abelschen Garben machen, und
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die kanonische Inklusion ι•,•X : Ω
•,•
X → D•,•X ist ein Morphismus von Bikomplexen. Ein
klassisches Resultat der Analysis besagt, daß ι•,q : Ω•,qX → D•,qX ein Quasiisomorphis-
mus ist. Fu¨r einen Zykel W ∈ Zm(X) ist δW ∈ Γ(X,Dm,mX ) bezu¨glich ∂¯ geschlossen
und definiert damit eine Klasse [δW ] ∈ Hm,m(X). Ist W glatt, so ist δW das Poin-
care´-Dual der homologischen Fundamentalklasse cl(W ) ∈ H2(d−m)(X,Z(d−m)).
Es sei X nun eine kompakte Ka¨hlermannigfaltigkeit. Nach dem ddc-Lemma gibt
es eine eindeutig bestimmte harmonische Differentialform hW ∈ Γ(X,Ωm,mX ) mit
[δW ] = [hW ] ∈ Hm,m(X) und einen Strom ηW ∈ Γ(X,Dm−1,m−1X ) mit
δW = dd
cηW + hW .
Dabei ist der Strom ηW glatt außerhalb von W .
Definition 4.2.1 ([MS2], S. 253ff). Es sei n +m = d + 1 und Z ∈ Zn(X) ein
Zykel, dessen Tra¨ger disjunkt zu W ist. Da ηW glatt außerhalb von W ist, existiert
das Integral
< Z,W >arch=
1
(2pii)d−n
∫
Z
ηW ∈ R.
Die Zahl < Z,W >arch heißt die archimedische Ho¨henpaarung von Z und W .
Fu¨r eine kompakte Ka¨hlermannigfaltigkeit X hat die archimedische Ho¨henpaa-
rung folgende Eigenschaften:
i) Die Paarung < Z,W >arch ist symmetrisch und Z-bilinear.
ii) Ist Z rational a¨quivalent zu 0, so ist < Z,W >arch= 0.
iii) Sind Z,W homologisch a¨quivalent zu 0, so ist < Z,W >arch unabha¨ngig von
der Ka¨hlermetrik.
Bemerkung 4.2.2. Es sei X eine projektive komlexe Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion d und n,m ganze Zahlen mit n + m = d + 1. Vermo¨ge des Moving-Lemmas
induziert die Ho¨henpaarung eine symmetrische bilineare Abbildung
< ·, · >: CHmhom(X)× CHnhom(X) −→ R.
4.3. Archimedische Ho¨henpaarungen und invariante Metriken. Es sei X
ein zusammenha¨ngendes, glattes, algebraisches C-Schema der Dimension d undm,n
zwei natu¨rliche Zahlen mitm+n = d+1. Nach 3.2. ist die Blochsche C×-Biextension
ECH von CHmhom(X)×CHnhom(X) Basiswechsel der Poincare´schen C×-Biextension P
von Jm(X)×C Jn(X) via jm× jn, d.h. es gilt kanonisch (jm× jn)∗P ∼= ECH. Es sei
Pan mit der nach 4.1. eindeutigen, mit der Rigidifizierung vertra¨glichen, zula¨ssigen
Metrik || · || versehen. Durch Zuru¨ckziehen mit jn×jm erha¨lt ECH die Struktur einer
metrisierten C×-Biextension.
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Definition 4.3.1. Die Metrik
|| · ||kan = ((jm)∗ × (jn)∗)|| · ||
heißt die kanonische Metrik auf ECH.
Es ist klar, daß die Operation von S1 ⊆ C× auf C isometrisch ist. Es sei Z (resp.
W ) ein homologisch trivialer Zykel der Kodimension n (resp.m). Die Einschra¨nkung
von ECH auf CHnhom(X)× {W} ⊆ CHnhom(X)× CHmhom(X) ist durch die Extension
0 −→ C× −→ ECHW −→ CHn(X)hom −→ 0
beschrieben. Schneiden sich Z und W nicht, so liftet sich die Zykelklasse
{Z} ∈ CHn(X)hom kanonisch in ein Element {Z}W ∈ ECHW und folglich gilt
{Z}W ∈ ECHW,Z . Auf der Faser ECHW,Z hat man die kanonische Metrik
|| · ||kan,W,Z : ECHW,Z −→ R>0.
Mit diesen Bezeichnungen gilt das Hauptresultat dieses Kapitels:
Satz 4.3.2. Die archimedische Ho¨henpaarung von Z und W kann man durch die
kanonische Metrik auf ECH ausdru¨cken. Genauer gilt die Formel
< Z,W >arch= log ||{Z}W ||2kan,W,Z .
Beweis. Wegen der Vertra¨glichkeit der Zykelklassen mit relativen Sequenzen
und Pushforward-Abbildungen, bildet sich die Klasse {Z}W unter der Abbildung
ECHW → PW auf das Bild von cln,0D (Z) unter H2nD (X,W,Z(n)) → PW ab. Nach
Definition der kanonischen Metrik reicht es, die entsprechende Formel fu¨r die Poin-
care´-Biextension zu zeigen. Nach [Bl2], S.140 (3.3), ist
< ·,W >arch: PW −→ R, {Z}W 7−→< Z,W >arch,
eine stetige Abbildung, welche die Abbildung C× → R, z 7→ log |z|2, auf PW fort-
setzt. Durch den Formalismus von zula¨ssig metrisierten Geradenbu¨ndeln ist dies mit
Korollar 4.1.5 aber die Abbildung log || · ||2 : PW → R.

Kapitel III. K-Theorie und Extensionen von
Chowgruppen
Im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit wurde die Blochsche Biextension als ei-
ne Erweiterung gewisser Chowgarben beschrieben. Diese Biextension berechnet die
Ho¨henpaarung von homologisch trivialen Zykeln komplementa¨rer Kodimension. Lo-
kale und globale Ho¨henpaarungen von algebraischen Zykeln wurden unter Benutzung
K-theoretischer Methoden unabha¨ngig von S. Bloch und A. Beilinson ([Bl2], [Be2])
eingefu¨hrt und na¨her studiert. Es ist daher naheliegend, nach einer K-theoretischen
Beschreibung der Blochschen Biextension zu suchen. Genauer wird fu¨r die Bestand-
teile dieser Biextension, d.h. Extensionen, die homologisch trivialen Zykeln zugeord-
net sind, eine K-theoretische Interpretation gegeben.
Der erste Paragraph imitiert die Konstruktion der Blochschen Extension auf K-
theoretischem Niveau. Genauer konstruieren wir zu einem Zykel W auf einem u¨ber
einer Kurve glatten, projektiven Schema eine Sequenz von relativen K-Gruppen.
Dazu benutzen wir eine Beschreibung der K-Theorie eines Schemas in der Modell-
kategorie der simplizialen Garben. Multiplizita¨ten lassen sich dann durch Homoto-
piefasern einer simplizialen n-Multiplikation beschreiben. Die relativen K-Gruppen
ergeben sich durch eine Kegelkonstruktion. Mittels simplizialer Techniken konstru-
ieren wir einen relativen Cherncharakter mit Werten in relativen Chowgruppen. Ist
W ein glatter Zykel, so beweisen wir ein relatives Riemann-Roch-Theorem (Satz
1.3.1). Garbifizierung dieser Konstruktion liefert dann den gewu¨nschten Vergleichs-
satz (Satz 1.3.3) fu¨r glatte Zykel.
Im zweiten Paragraphen untersuchen wir, inwiefern sich Blochs K-theoretische
Definition von Ho¨henpaarungen zur Konstruktion einer Extension benutzen la¨ßt.
Dazu rekapitulieren wir zuna¨chst diese Definition. Das Verhalten unter flachem Ba-
siswechsel und Garbifizierung ergibt eine garbentheoretische Verallgemeinerung von
Blochs Extensionen u¨ber diskreten Bewertungsringen (Lemma 2.5.2). Als Hauptre-
sultat (Satz 2.5.5) erhalten wir fu¨r homologisch triviale Komplexe koha¨renter Garben
einen Gm,Q-Torseur u¨ber einer relativen K-Garbe, deren Halme lokale Ho¨henpaa-
rungen berechnen.
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§ 1. K-theoretische Interpretation der Blochschen Erwei-
terung von Chowgruppen.
Es sei X ein glattes, projektives Schema u¨ber einer Kurve S. Zu einem Zykel
W auf X wurde in Kapitel I die Blochsche Erweiterung als Pushout einer zum
Paar (X,W ) assoziierten relativen Sequenz von Garben von Chowgruppen defi-
niert. Um diese Konstruktion K-theoretisch nachvollziehen zu ko¨nnen, definieren
wir zuna¨chst relative ho¨here K-Gruppen und eine relative lange exakte Sequenz
zum Paar (X,W ). Mittels simplizialer Methoden erha¨lt man einen relativen Chern-
charakter ch·,j : Kj(X,W ) → CH∗(X,W, j)Q, der mit den jeweiligen relativen Se-
quenzen vertra¨glich ist. Vermo¨ge des Riemann-Roch-Theorems und nachtra¨glicher
Garbifizierung erhalten wir eine K-theoretische Interpretation der Blochschen Er-
weiterung.
1.1. Die simpliziale klassifizierende Garbe eines Gruppenschemas. Es
sei G eine Gruppe, aufgefaßt als Morphismen einer Kategorie mit genau einem Ob-
jekt ∗. Der Nerv dieser Kategorie ist eine simpliziale Menge und heißt der simpliziale
klassifizierende Raum B•G von G. Ausgeschrieben bedeutet dies BnG = Gn mit Sei-
tenabbildungen
∂ni : BnG −→ Bn−1G,
(g0, . . . , gn−1) 7−→

(g1, . . . , gn−1) i = 0
(g0, . . . , gn−2) i = n
(g0, . . . , gi−2, gi−1gi, gi+1, . . . , gn−1) i 6= 0, n
fu¨r n ≥ 1 und Entartungsabbildungen
σni : BnG −→ Bn+1G, (g0, . . . , gn−1) 7−→ (g0, . . . , gi−1, 1, gi, . . . , gn−1)
fu¨r n ≥ 0. Andererseits definiert G eine Kategorie G¯, deren Objekte die Elemente
von G sind und die zu je zwei Objekten genau einen Morphismus besitzt. Der Nerv
von G¯ ist die zusammenziehbare simpliziale Menge E•G und es gilt EnG = Gn+1.
Die Seiten- bzw. Entartungsabbildungen von E•G haben die Beschreibung
∂ni : EnG −→ En−1G, (g0, . . . , gn) 7−→ (g0, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gn),
0 ≤ i ≤ n, n ≥ 1, bzw.
σni : EnG −→ En+1G, (g0, . . . , gn) 7−→ (g0, . . . , gi−1, gi, gi, gi+1, . . . , gn),
0 ≤ i ≤ n, n ≥ 0. Die Gruppe G operiert (simplizial) auf der simplizialen Menge
E•G von rechts via
EnG×G −→ EnG, ((g0, . . . , gn), g) 7−→ (g0g, . . . gng).
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Weiter induziert der kanonische Funktor G¯ → G eine G-a¨quivariante Abbildung
E•G→ B•G
EnG −→ BnG, (g0, . . . , gn) 7−→ (g0g−11 , . . . , gn−1g−1n )
und einen G-Isomorphismus E•G×B•G E•G ∼= E•G×G.
Es sei nun S ein Schema und G ein S-Gruppenschema. Der kontravariante Funk-
tor
BnG : (Sch/S) −→ (Ens), X/S 7−→ Bn(G(X)),
ist als Produkt darstellbarer Funktoren darstellbar, und der darstellende Raum wird
mit demselben Symbol BnG bezeichnet. Die Entartungs- und Seitenabbildungen de-
finieren natu¨rliche Transformationen zwischen diesen Funktoren und somit ein sim-
pliziales S-Schema B•G. Analog ist E•G ein simpliziales S-Schema, E•G→ B•G ein
Morphismus simplizialer S-Schemata und EnG ist ein G-Torseur u¨ber BnG. Es sei
ρ : G→ Glm,S ein Morphismus von S-Gruppenschemata, d.h. eine Darstellung von
G. Das assoziierte Faserbu¨ndel EnG ×ρ AmS ist der Totalraum eines Vektorbu¨ndels
vom Rang m u¨ber BnG, dessen X/S-wertigen Punkte EnG×ρ AnS(X) durch
{((g0, . . . , gn), v) ∈ EnG(X)×AmS (X)}/{((g0g, . . . , gng), v)
∼((g0, . . . , gn), ρ(g)v)|g ∈ G(X)}
gegeben sind. Es sei S das Spektrum eines Ko¨rpers k und G das affine k-
Gruppenschema Glm,k. Das zur Standarddarstellung von Glm,k auf Amk assoziierte
m-dimensionale Vektorbu¨ndel auf BnGlm,k sei mit Fn bezeichnet. Da die Seiten-
und Entartungsabbildungen von E•G Morphismen von G-Torseuren sind, erha¨lt
man Abbildungen
∂ni : Fn −→ Fn−1, [(g0, . . . , gn), v] 7−→ [∂ni (g0, . . . , gn), v], n ≥ 1, 0 ≤ i ≤ n,
bzw.
σni : Fn −→ Fn+1, [(g0, . . . , gn), v] 7−→ [σni (g0, . . . , gn), v], n ≥ 0, 0 ≤ i ≤ n,
die mit den entsprechenden Abbildungen auf der Basis BnG und den kanonischen
Projektionen Fn → BnG vertauschen und Isomorphismen ∂ni : Fn → BnG×∂ni Fn−1
bzw. σni : Fn → BnG ×σni Fn+1 induzieren. Insbesondere ist das System Em =
((Fn)n≥0, (∂ni )n≥1,0≤i≤n, (σ
n
i )n≥0,0≤i≤n) ein Vektorbu¨ndel vom Rang m auf B•Glm,k.
Man nennt Em auch das universelle Vektorbu¨ndel vom Rang m auf B•Glm,k.
Betrachtet man fu¨r jedes n die assoziierten projektiven Faserbu¨ndel P(Fn) u¨ber
BnGlm,k, so erha¨lt man ein simpliziales k-Schema P•(Em), einen Morphismus
pi• : P•(Em) → B•Glm,k simplizialer k-Schemata und den universellen invertier-
baren Quotienten pi∗•(Em)→ OEm(1).
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1.2. Chowgruppen simplizialer Schemata. Es sei X• ein simpliziales Sche-
ma u¨ber einem Ko¨rper k. Wir nehmen an, daß die Komponenten Xn von end-
lichem Typ u¨ber k und die Seitenmorphismen flach sind. Fu¨r jedes n ≥ 0 ist
zi(Xn, ·) der in I.1.2 definierte Zykelkomplex (mit Differential d), dessen Homolo-
gie die ho¨heren Chowgruppen von Xn berechnet. Nach der Flachheitsvoraussetzung
fu¨r die Seitenabbildungen ∂nk : Xn → Xn−1 ist die induzierte Pullback-Abbildung
(∂nk )
∗ : zi(Xn−1, q) → zi(Xn, q) ein Homomorphismus von Komplexen, und damit
gilt fu¨r die alternierende Summe
∂n = (−1)q
n∑
k=0
(−1)k(∂nk )∗ : zi(Xn−1, q) −→ zi(Xn, q)
offenbar d∂ + ∂d = ∂∂ = 0. Folglich ist
zi(X•, ∗) =
⊕
r−s=∗
zi(Xs, r)
ein Komplex mit Differential d+ ∂, der zu X• assoziierte Zykelkomplex.
Definition 1.2.1 (Bl3, §7). Die ho¨heren Chowgruppen von X• sind definiert durch
CHi(X•, j) = Hj(zi(X•, ·)).
Die ho¨heren Chowgruppen sind kontravariant funktoriell fu¨r flache Morphismen
von simplizialen Schemata und kovariant funktoriell mit der zu erwartenden Index-
verschiebung fu¨r eigentliche Morphismen. Ist jede Komponente Xn glatt u¨ber k, so
besitzen die ho¨heren Chowgruppen eine Ringstruktur. Nach Definition ist der Zy-
kelkomplex zi(X•, ·) der Totalkomplex eines Doppelkomplexes und die zugeho¨rige
Spektralsequenz lautet
Epq1 = H−q(z
i(Xp, ·)) = CHi(Xp,−q)
=⇒ Ep+q = H−p−q(zi(X•, ·)) = CHi(X•,−p− q).
Es sei nun X• = B•Gln,k der klassifizierende Raum der allgemeinen linearen
Gruppe Gln,k u¨ber einem Ko¨rper k und P•(En) der simpliziale projektive Raum
fu¨r das universelle Bu¨ndel En vom Rang n auf B•GLn,k. Vermo¨ge obiger Spek-
tralsequenz induziert der kanonische invertierbare Quotient OEn(1) von pi
∗
•(En) eine
Klasse ξ ∈ Pic(P•(En)) ∼= CH1(P•(En), 0) und es gilt:
Satz 1.2.2 ([Bl3], §7). Der (bigraduierte) Ring CH∗(P•(En), ·) ist ein freier
CH∗(B•Gln,k, ·)-Modul vom Rang n, erzeugt von ξi ∈ CHi(P•(En), 0), 0 ≤ i ≤ n−1.
Insbesondere ist fu¨r m ≥ 0 die kanonische Abbildung
n−1⊕
i=0
CH∗−i(B•Gln,k,m) −→ CH∗(P•(En),m), (x0, . . . , xn−1) 7−→
n−1∑
i=0
pi∗•(xi)ξ
i
ein Isomorphismus von abelschen Gruppen.
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Mit diesem Satz kommt man daher zur
Definition 1.2.3 ([Bl3] §7, [Gi] S. 217). Die universellen Chernklassen
Ci ∈ CHi(B•Gln,k, 0) = Hi(zi(B•Gln,k, ·)[−i]), (1 ≤ i ≤ n),
sind definiert durch die Gleichung ξn +
∑n−1
i=0 pi
∗
•(Cn−i)ξ
i = 0. Weiter setzen wir
C0 = 1 und Cl = 0 fu¨r l > n.
Bemerkung 1.2.4. i) Fu¨r die von dem kanonischen Morphismus B•Gln,k →
B•Gln+1,k induzierte Abbildung CH∗(B•Gln+1,k, •)→ CH∗(B•Gln,k, •) gilt of-
fenbar Cn+1 7→ 0 und Cl 7→ Cl fu¨r l ≤ n. Wegen dieser Stabilita¨tsaussage wird
der Index n in der Notation der universellen Chernklassen unterdru¨ckt.
ii) Nach Definition des Zykelkomplexes zi(B•Gln,k, •) als Totalkomplex ei-
nes Doppelkomplexes, ko¨nnen die Chernklassen Ci durch Familien
C l,li ∈ zi(BlGln,k, l) repra¨sentiert werden. Durch U¨bergang zu einer rein
transzendenten Erweiterung L von k, kann man diese Repra¨sentanten
C l,li ∈ zi(B•Gln,L, l) so wa¨hlen, daß fu¨r jeden k-Morphismus simplizialer
Schemata f• : X• → B•Gln,k der Pullback (fL)∗lC l,li ∈ zi((XL)l, l) definiert ist
(cf. [Bl3] S. 291).
Es sei nun X ein algebraisches k-Schema. Offenbar induziert das simpliziale k-
Schema B•Gln,k eine Zariski-Garbe B•Gln,X von simplizialen Mengen auf X via
(U ⊆ Xoffen) 7−→ B•Gln,X(U) = Homsimpl.-Sch/k(U,B•Gln,k) = B•Gln(Γ(U,OX)),
und zykeltheoretischer Pullback ergibt eine natu¨rliche Transformation von Zaris-
kigarben simplizialer Mengen
Ci : B•Gln,X −→ ziXL(·), Ci(U)l(fl : U → BlGln,k) 7−→ (fL)∗lC l,li .
Diese Abbildung steigt ab zu einem Morphismus von Zariskigarben
Ci : B•Gln,X −→ ziX(·)
und ha¨ngt bis auf eine kanonische Homotopie nur von den Klassen Ci ∈
CHi(B•Gln,k, 0) ab. Ist X glatt und f : Y → X eine abgeschlossene Immersion,
so kann man vermo¨ge des Moving-Lemmas die Zykel C l,li so wa¨hlen, daß das Dia-
gramm
B•Gln,X −−−→ f∗B•Gln,Y
Ci
y Ciy
ziX,Y (·) −−−→ f∗ziY (·)
bis auf kanonische Homotopie kommutiert. Dabei ist ziX,Y (·) der quasiisomorphe
Unterkomplex derjenigen Zykel von ziX(·), die Y eigentlich schneiden (cf. [Bl3], S.
292).
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Es sei nun B•Gln(Z)+ eine fest gewa¨hlte simpliziale Menge, deren geo-
metrische Realisierung eine +-Konstruktion der geometrischen Realisierung von
B•Gln(Z) zu dem von den Elementarmatrizen erzeugten perfekten Normalteiler von
pi1(B•Gln(Z), ∗) = Gln(Z) ist. Fu¨r einen kommutativen Ring A definiert die simpli-
ziale Menge
B•Gln(A)+ = B•Gln(A) ∪B•Gln(Z) Gln(Z)+
ein in A funktorielles simpliziales Modell fu¨r die +-Konstruktion der geometrischen
Realisierung von B•Gln(A). Zu einem Schema X sei B•Gl+n,X die zur Pra¨garbe von
simplizialen Mengen
(U ⊆ X) 7−→ B•Gln(Γ(U,OX(U)))+
assoziierte Garbe von simplizialen Mengen. Die Abbildungen Ci sind kompatibel
(Bem. 1.2.4 i)) mit den kanonischen Abbildungen B•Gln,X → B•Gln+1,X und
faktorisieren im direkten Limes B•GlX = lim−→nB•Gln,X u¨ber die +-Konstruktion
B•GlX → B•Gl+X = lim−→nB•Gl
+
n,X . Man erha¨lt ein bis auf Homotopie kommutati-
ves Diagramm
B•Gl+X −−−→ f∗B•Gl+Y
Ci
y Ciy
ziX,Y (·) −−−→ f∗ziY (·)
von simplizialen Garben auf X.
Es sei n eine ganze Zahl. Fu¨r einen Ring A ist der Raum B•Gl(A)+ eine H-
Gruppe, und damit ist die n-Multiplikation auf den Fundamentalgruppen induziert
durch die n-Multiplikation fu¨r die H-Raumstruktur. Da diese Konstruktionen funk-
toriell sind, erhalten wir einen natu¨rlichen Morphismus n : B•Gl+X → B•Gl+X von
simplizialen Zariskigarben. Die ho¨here K-Theorie von X berechnet sich als Hy-
perkohomologie Ki(X) = H−i(X,B•Gl+X) (cf. [So], S. 508 ff.) und n induziert die
gewo¨hnliche n-Multiplikation auf Ki(X).
Es sei nun W =
∑
r∈R nrWr ein Zykel mit paarweise verschiedenen Primzykeln
Wr auf X und iWr : Wr ↪→ X die Inklusion vonWr in X. Bezeichnet
∏
das Produkt
von simplizialen Zariskigarben, so erha¨lt man also eine kanonische Abbildung
iW : B•Gl+X −→
∏
r∈R
iWr∗B•Gl
+
Wr
, x 7−→ (nr(iWr(x)))r∈R,
deren Homotopiefaser mit FX,W bezeichnet sei. In Verallgemeinerung zu [Bl3], S.
293, geben wir die
Definition 1.2.5. Die relativen ho¨heren K-Gruppen fu¨r ein algebraisches Schema
X und einen Zykel W auf X sind definiert durch
Ki(X,W ) = H−i(X,FX,W ).
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Insbesondere erha¨lt man fu¨r das Paar (X,W ) eine lange exakte Sequenz der
Form
· · · −→ Ki(X,W ) −→ Ki(X) −→ Ki(W ) −→ Ki−1(X,W ) −→ · · · ,
wobei wir zur Abku¨rzung Ki(W ) =
⊕
r∈RKi(Wr) gesetzt haben. Diese Sequenz ist
offenbar vertra¨glich mit der Sequenz zu (U,WU) fu¨r eine offene Teilmenge U ⊆ X
und WU = U ∩W .
Im Folgenden wird untersucht, wie sich diese Sequenz zu der analogen Sequenz fu¨r
die ho¨heren Chowgruppen (cf. I.1.2) verha¨lt: Nach der vorhergehenden Betrachtung
kommutiert das Diagramm
B•Gl+X −−−→
∏
r∈R iWr∗B•Gl
+
Wr
Ci
y Pr∈R Ciy
ziX,W (·) −−−→
⊕
r∈R iWr∗z
i
Wr
(·)
bis auf kanonische Homotopie, weil dies komponentenweise gilt. Weiter ist die Kom-
position
FX,W −→ B•Gl+X −→
∏
r∈R
iWr∗B•Gl
+
Wr
−→
⊕
r∈R
iWr∗z
i
Wr(·)
kanonisch homotop zur Nullabbildung, denn dies ist nach [Bl3], S. 293, fu¨r jede
Komponente der Fall. Wir erinnern an die universelle Eigenschaft des verschobenen
Abbildungskegels:
Bemerkung 1.2.6. Es sei f : K• → L• ein Morphismus von Komplexen abelscher
Gruppen und C•(f) der Abbildungskegel von f . Dann hat das Paar (ι, h), beste-
hend aus dem kanonischen Morphismus ι : C•(f)[−1] → K• und der kanonischen
Nullhomotopie h : f ◦ ι ' 0 die folgende universelle Eigenschaft: Zu jedem Morphis-
mus g : M• → K• und jeder Nullhomotopie h˜ : f ◦ g ' 0 gibt es einen eindeutig
bestimmten Morphismus g˜ :M• → C•(f)[−1] mit g = ι ◦ g˜ und g˜∗(h) = h˜.
Damit erha¨lt man ein bis auf Homotopie kommutatives Diagramm
FX,W −−−→ B•Gl+X −−−→
∏
r∈R iWr∗B•Gl
+
Wr
Ci
y Ciy Ciy
C(ziX(·)→ iW∗ziW (·))[−1] −−−→ ziX(·) −−−→ iW∗ziW (·).
U¨bergang zur langen exakten Hyperkohomologiesequenz liefert eine Verallgemeine-
rung von [Bl3], §7:
Satz 1.2.7. Ist X ein algebraisches k-Schema, so induzieren die universellen Chern-
morphismen Ci Chernklassenabbildungen ci,j : Kj(X) → CHi(X, j), die funkto-
riell fu¨r flache Morphismen sind. Ist W ein Zykel auf X, so induziert der uni-
verselle Chernmorphismus Ci relative Chernklassenabbildungen ci,j : Kj(X,W ) →
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CHi(X,W, j), sodaß das folgende Diagramm kommutiert:
· · · −−−→ Kj(X,W ) −−−→ Kj(X) −−−→ Kj(W ) −−−→
ci,j
y ci,jy ci,jy
· · · −−−→ CHi(X,W, j) −−−→ CHi(X, j) −−−→ CHi(W, j) −−−→
−−−→ Kj−1(X,W ) −−−→ · · ·
ci,j−1
y
−−−→ CHi(X,W, j − 1) −−−→ · · · .
Ist U eine offene Teilmenge von X und ist WU die Einschra¨nkung von W auf
U , so kommutiert obiges Diagramm mit dem entsprechenden Diagramm zum Paar
(U,WU). Der Chernklassenabbildung ci,j : Kj(W ) → CHi(W, j) zerfa¨llt unter den
Isomorphismen Kj(W ) =
⊕
r∈RKj(Wr) und CH
i(W, j) =
⊕
r∈R CH
i(Wr, j) in die
direkte Summe der Abbildungen ci,j : Kj(Wr)→ CHi(Wr, j).
Es sei nun Ni(X1, . . . , Xi) das i-te Newtonpolynom. Man kann einen Repra¨sen-
tanten Chl,li ∈ zi(BlGln,L, l)Q mit [Chl,li ] = 1i!Ni([C l,l1 ], . . . , [C l,li ]) ∈ CHi(Gln,L, 0)Q
in einer rein-transzendenten Erweiterung L von k wa¨hlen, sodaß fu¨r jeden k-
Morphismus f : X → B•Gln,k das Pullback f ∗LChl,li definiert ist. Diese Zykel de-
finieren bis auf Homotopie eindeutige Morphismen von simplizialen Garben
Chi : B•Gl+X −→ ziX(·)Q
und durch U¨bergang zur Hyperkohomologie den Cherncharakter
chi,j : Kj(X) −→ CHi(X, j)Q, ch·,j =
∑
i≥0
chi,j : Kj(X) −→
⊕
i≥0
CHi(X, j)Q.
Analog zu obiger Aussage erha¨lt man:
Korollar 1.2.8. Es sei X glatt u¨ber k und W ein Zykel auf X. Dann induziert der
Cherncharakter einen Morphismus von langen exakten Sequenzen
· · · −−−→ Kj(X,W ) −−−→ Kj(X) −−−→ Kj(W )
ch·,j
y ch·,jy ch·,jy
· · · −−−→ ⊕i≥0CHi(X,W, j)Q −−−→ ⊕i≥0CHi(X, j)Q −−−→ ⊕i≥0CHi(W, j)Q
−−−→ Kj−1(X,W ) −−−→ · · ·
ch·,j−1
y
−−−→ ⊕i≥0CHi(X,W, j − 1)Q −−−→ · · · .
Ist U eine offene Teilmenge von X, so ist diese Sequenz kompatibel mit der ent-
sprechenden Sequenz fu¨r das Paar (U,WU).
§ 1. K-theoretische Interpretation der Blochschen Erweiterung von Chowgruppen. 59
1.3. Eine K-theoretische Beschreibung der Blochschen Extension. Es
sei S eine glatte Kurve u¨ber einem Ko¨rper, f : X → S ein glatter, projektiver
Morphismus von relativer Dimension d = n+m− 1 und W =∑r∈R nrWr ein Zykel
der Kodimension m auf X. Es sei W im folgenden ein regula¨rer Zykel, d.h. die
Primkomponenten von W sind regula¨re Schemata. Ein wichtiges Resultat fu¨r die
zuvor definierten relativen K-Gruppen K(X,W ) ist:
Satz 1.3.1 (Riemann-Roch fu¨r relative K-Theorie). Der relative Cherncha-
rakter fu¨r Zykel induziert einen Isomorphismus
griγ ch·,j : gr
i
γKj(X,W )Q −→ CHi(X,W, j)Q.
Dieser ist kompatibel mit dem zu einer offenen Teilmenge U von X geho¨renden
Isomorphismus.
Beweis. Die Gruppen Kj(X), Kj(W ) und Kj(X,W ) tragen λ-Operationen und die
Sequenz
· · · −→ Kj(X,W ) −→ Kj(X) −→ Kj(W ) −→ · · ·
ist vertra¨glich mit diesen Operationen (cf. [Bl3], §8). Daher ist die Sequenz auch
kompatibel mit den induzierten γ-Filtrationen und nach Tensorieren mit Q ist der
Funktor griγ exakt. Der Cherncharakter ist vertra¨glich mit γ-Filtration auf den K-
Gruppen und der Gradfiltrierung auf den Chowgruppen. Man erha¨lt ein kommu-
tatives Diagramm von langen exakten Sequenzen, dessen mittlerer, vertikaler Mor-
phismus nach Riemann-Roch ([Bl3], Thm. 9.1) ein Isomorphismus ist:
· · · −−−→ griγKj(X,W )Q −−−→ griγKj(X)Q −−−→ griγKj(W )Q −−−→ · · ·
griγch·,j
y griγch·,jy∼= griγch·,jy
· · · −−−→ CHi(X,W, j)Q −−−→ CHi(X, j)Q −−−→ CHi(W, j)Q −−−→ · · · .
Unter den Isomorphismen
Kj(W ) =
⊕
r∈R
Kj(Wr) und CH
i(W, j) =
⊕
r∈R
CHi(Wr, j)
zerfa¨llt griγ : gr
iKj(W )Q → CHi(W, j)Q in eine direkte Summe der Morphismen
griγ : Kj(Wr)→ CHi(Wr, j)Q fu¨r die das Riemann-Roch-Theorem nach der Regula-
rita¨t der Wr gilt. Das Fu¨nfer-Lemma ergibt nun die Behauptung.
Um ein geeignetes Pushout-Diagramm konstruieren zu ko¨nnen, brauchen wir
Proposition 1.3.2. Bezeichnet PM die natu¨rliche Abbildung von der K- in die K ′-
Theorie (Poincare´-Morphismus), so kommutiert (bei nicht notwendig regula¨rem W )
das Diagramm
grnγK1(W )Q
PM−−−→ grnγK ′1(W )Q pi∗−−−→ gr1γK ′1(S)Q
grnγ ch·,1
y grnγ τWy gr1γch·,1y
CHn(W, 1)Q
id−−−→ CHn(W, 1)Q pi∗−−−→ CH1(S, 1)Q
60 Kapitel III. K-Theorie und Extensionen von Chowgruppen
Beweis. Es sei τW : Kj(W )→
⊕
i≥0CH
i(W, j)Q die (komponentenweise definierte)
Riemann-Roch-Abbildung. Nach Definition kommutiert
Kj(W )
PM−−−→ K ′j(W )
ch·,j
y τWy⊕
i≥0CH
i(W, j)Q
·TdX−−−→ ⊕i≥0CHi(W, j)Q,
wobei die untere Zeile die Multiplikation mit der Todd-Klasse TdX ∈⊕
i≥0CH
i(X, 0)Q von X ist. Da alle Morphismen mit den jeweiligen Filtrationen
vertra¨glich sind und die Todd-Klasse die 1 als Anteil in CH0(X, 0)Q besitzt, kom-
mutiert auch
grnγKj(W )Q −−−→ grnγK ′j(W )Q
grnγ ch·,j
y grnγ τWy∼=
CHn(W, j)Q
id−−−→ CHn(W, j)Q.
Der Zykel W ist von relativer Kodimension −(n − 1) u¨ber das Basis S. Nach dem
Satz von Riemann-Roch kommutiert daher
K ′j(W ) −−−→ K ′j(S)
τW
y τSy⊕
i≥0CH
i(W, j)Q −−−→
⊕
i≥0CH
i−(n−1)(S, j)Q,
und der U¨bergang zum graduierten Objekt liefert:
grnγK
′
j(W )Q −−−→ gr1γK ′j(S)Q
grnγ τW
y∼= grnγ τSy∼=
CHn(W, j)Q −−−→ CH1(S, j)Q.
Die Aussage ergibt sich fu¨r j = 1 aus der Komposition der beiden Diagrammteile.
Wir betrachten nun die Gruppe EKW (S), die durch Pushout-Sequenz von
grnγK1(X)Q −→ grnγK1(W )Q −→ grnγK0(X,W )Q −→ grnγK0(X)Q −→ grnγK0(W )Q
bezu¨glich grnγK1(W )Q → gr1γK1(S)Q definiert ist. Insbesondere hat man eine exakte
Sequenz
grnγK1(S)Q −→ EKW (S) −→ grnγK0(X)Q −→ grnγK0(W )Q.
Die Pushoutsequenz der analogen Chowsequenz
CHn(W, 1)Q −→ CHn(X,W, 0)Q −→ CHn(X)Q −→ CHn(W )Q
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bezu¨glich CHn(W )Q −→ CH1(S, 1)Q = Γ(S,OS)×Q ist die Blochsche ”Extension“
Γ(S,OS)
×
Q −→ ECHW (S)Q −→ CHn(X)Q −→ CHn(W )Q,
und nach der vorhergehend bewiesenen Proposition 1.3.2 erha¨lt man daher ein kom-
mutatives Diagramm der Pushoutsequenzen:
gr1γK1(S)Q −−−→ EKW (S) −−−→ grnγK0(X)Q −−−→ grnγK0(W )Q
gr1γdet
y∼= y y∼= ∼=y
Γ(S,OS)
×
Q −−−→ ECHW (S)Q −−−→ CHn(X)Q −−−→ CHn(W )Q.
Dieses Diagramm ist offenbar vertra¨glich mit dem entsprechenden Diagramm fu¨r
eine offene Teilmenge U von S. Es sei K1,S (bzw. K0(X/S), E
K
W ) die zu (U ⊆ S) 7→
K1(U) (bzw. Kn(XU), E
K
W (U)) assoziierte Zariski-Garbe auf S. Damit erhalten wir
die K-theoretische Interpretation der Blochschen Extension:
Satz 1.3.3. Es sei S eine Kurve u¨ber einem Ko¨rper und pi : X → S ein glattes,
projektives Schema u¨ber S der relativen Dimension d. Ist W ein regula¨rer, m =
(d+1−n)-kodimensionaler Zykel auf X, dessen Fasern homologisch trivial bezu¨glich
pi sind, so hat man ein Diagramm von Zariski-Garben auf S:
0 −−−→ K1,S,Q −−−→ EKW −−−→ grnγK0(X/S)Q −−−→ 0
∼=
y ∼=y ∼=y
0 −−−→ Gm,S,Q −−−→ ECHW,Q −−−→ CHn(X/S)Q −−−→ 0
Beweis. Die Exaktheit der der unteren Zeile ergibt sich aus Kapitel I. Da Garbifi-
zierung exakt ist, erhalten sich die vertikalen Isomorphismen. Dabei ist es mo¨glich,
die Garbe gr1γK1,S,Q durch K1,S,Q zu ersetzen, denn es gilt SK1(U)Q = F
2
γK1(U)Q
(fu¨r U ⊆ S offen) und diese Gruppe ist im direkten Limes trivial.
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2.1. Der H-Raum RC einer kleinen Kategorie C . Es sei C eine exakte
Kategorie, d.h. eine additive Kategorie, versehen mit einer Klasse von zula¨ssigen
Mono- und Epimorphismen, die den Quillenschen Axiomen [Q], S. 91, genu¨gen. Wir
betrachten im folgenden nur solche exakte Kategorien, die klein bezu¨glich eines fi-
xierten, aber nicht na¨her spezifizierten Universums sind. Es sei 0 ∈ C ein festes
Nullobjekt. Damit erha¨lt man nach Wahl einer direkten Summe fu¨r je zwei Objek-
te einen exakten Bifunktor
⊕
: C × C → C , fu¨r den man ohne Einschra¨nkung
X ⊕ 0 = 0⊕X = X fu¨r alle X ∈ C annehmen kann. Damit induziert ⊕ eine stetige
Verknu¨pfung
+ : BQC ×BQC ≈ BQ(C × C ) BQ(
L
)−−−−→ BQC
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auf dem klassifizierenden Raum BQC der zu C assoziierten Quillenkategorie QC ,
wobei das Produkt BQC × BQC mit der kompakt-erzeugten Topologie versehen
und bezu¨glich der kanonischen Homo¨omorphie mit BQ(C ×C ) identifiziert ist. Fu¨r
diese Verknu¨pfung ist 0 ∈ BQC ein strikt neutrales Element und + respektiert die
Punktierungen bezu¨glich (0, 0) ∈ BQC ×BQC und 0 ∈ BQC . Offensichtlich ist +
assoziativ und kommutativ bis auf eine kanonische, basispunkterhaltende Homotopie
und induziert somit eine H-Raum-Struktur auf (BQC , 0), die sogar eine H-Gruppe
ist. Damit kommen wir zu
Definition 2.1.1 ([Bl2], S. 122). Die Homotopiefaser
(BQC ×BQC )×BQC BQC [0,1] = {(x, y, γ : I → BQC )|γ(0) = 0, γ(1) = x+ y}
von + u¨ber dem Punkt 0 sei mit RC bezeichnet. RC ist punktiert durch
(0, 0, 0 : [0, 1]→ BQC ).
Die natu¨rliche Isomorphie (X ⊕Y )⊕ (Z ⊕W ) ∼= (X ⊕Z)⊕ (Y ⊕W ) ermo¨glicht
eine Addition γ+η von Wegen γ : [0, 1]→ BQC , η : [0, 1]→ BQC , γ(0) = η(0) = 0,
γ(1) = x+ y, η(1) = z + w mit (γ + η)(1) = (x+ z) + (y + w) und induziert daher
eine Verknu¨pfung + auf RC , von der man leicht nachpru¨ft, daß sie eine H-Raum-
Struktur auf RC induziert. Die Komposition
RC −−−→ BQC ×BQC pr1−−−→ BQC
ist eine stetige und basispunkterhaltende Abbildung von H-Ra¨umen, die nach [Bl2],
Lemma 1.1, eine Homotopiea¨quivalenz ist. Der wesentliche Vorzug des Raumes RC
im Gegensatz zu BQC besteht darin, daß man eine Homotopieinverse i : RC → RC
fu¨r die H-Raum-Struktur auf RC angeben kann: Die natu¨rliche Isomorphie X⊕Y ∼=
Y ⊕X induziert eine basispunkterhaltende Homotopie
F : BQC ×BQC × [0, 1] −→ BQC
mit F0(x, y) = x + y und F1(x, y) = y + x. Fu¨r feste x, y ∈ BQC ist also
Fx,y : [0, 1]→ BQC , t 7→ F (x, y, t), ein stetiger Weg, der x+ y mit y+ x verbindet.
Ist nun γ : [0, 1] → BQC ein Weg mit γ(0) = 0, γ(1) = x + y, so ist die Komposi-
tion Fx,y · γ : [0, 1]→ BQC ein Weg mit (Fx,y · γ)(0) = 0 und (Fx,y · γ)(1) = y + x.
Nach Definition der Topologie auf dem Wegeraum BQC [0,1] erha¨lt man eine stetige
Homotopieinvolution
i : RC −→ RC , (x, y, γ) 7−→ (y, x, Fx,y · γ),
die nach [Bl2] eine Homotopieinverse zu + darstellt, d.h. die Abbildung RC → RC ,
x 7→ x + i(x) ist homotop zur konstanten Abbildung x 7→ (0, 0, 0 : [0, 1] → BQC )
relativ zur Punktierung von RC .
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2.2. K-theoretische Vorbereitungen. Es sei w : X → S ein projektiver Mor-
phismus von noetherschen Schemata und T eine endliche Menge von koha¨renten
OX-Moduln. Wir betrachten die volle Unterkategorie PTX der Kategorie PX der
projektiven OX-Moduln von endlichem Typ, definiert durch
PTX = {V ∈PX|Riw∗(V ⊗OX t) = 0 fu¨r alle i > 0 und t ∈ T}.
Ist
0 −→ V ′ −→ V −→ V ′′ −→ 0
eine kurze exakte Sequenz in PX mit V ′,V ′′ ∈ PTX, so ist, da V ′′ lokalfrei ist,
auch
0 −→ V ′ ⊗OX t −→ V ⊗OX t −→ V ′′ ⊗OX t −→ 0
exakt fu¨r jedes t ∈ T , und die lange exakte Sequenz fu¨r die ho¨heren direkten Bilder
ergibt Riw∗(V ⊗OX t) = 0 fu¨r alle i > 0, t ∈ T . Folglich ist PTX abgeschlossen
unter Extensionen in PX. Insbesondere ist PTX eine exakte Kategorie. Es gilt
sogar
Proposition 2.2.1. Die Inklusion der exakten Unterkategorie PTX ⊆
PX induziert eine Homotopiea¨quivalenz der assoziierten Quillenkategorien
QPTX → QPX.
Da diese Aussage in [Bl2] nicht bewiesen wird, wollen wir einen kurzen Beweis
angeben. Wir benutzen im Folgenden die duale Version von [Q], Theorem 3:
Satz 2.2.2. Es sei P ′ eine volle Unterkategorie einer exakten Kategorie P, die
abgeschlossen unter Extensionen ist und folgenden zwei Bedingungen genu¨gt:
i) Ist V → V ′′ ein zula¨ssiger Epimorphismus in P und V ∈ P ′, so ist auch
V ′′ ∈P ′.
ii) Zu jedem V ′ ∈ P existiert ein zula¨ssiger Monomorphismus V ′ → V in P
mit V ∈P ′.
Dann ist die durch die Inklusion induzierte kanonische Abbildung QP ′ → QP eine
Homotopiea¨quivalenz.
Der Beweis dieses Theorems ergibt sich, wenn man [Q], Theorem 3, auf die
oppositionelle Kategorie C op anwendet. Damit kommen wir zum
Beweis (von Proposition 2.2.1). Fu¨r n ≥ 0 sei die Kategorie PnTX als volle
Unterkategorie von PX definiert durch
PnTX = {V ∈PX|Riw∗(V ⊗OX t) = 0 fu¨r alle i > n und t ∈ T}.
Es gilt offenbar
PTX =P
0
TX ⊆P1TX ⊆ · · · ⊆PdTX =PX,
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wobei d <∞ das Supremum der Faserdimensionen von w ist. Aus der langen exakten
Sequenz fu¨r die ho¨heren direkten Bilder ergibt sich, daß PnTX abgeschlossen unter
Extensionen aus PX und folglich eine exakte Kategorie ist. Der Satz ist bewiesen,
falls PnTX ⊆ Pn+1T X, n ≥ 0, eine Homotopiea¨quivalenz QPnTX → QPn+1T X
induziert. Um dies nachzuweisen, verifizieren wir die Bedingungen von Satz 2.2.2
mit P ′ =PnTX und P =P
n+1
T X.
Es sei V → V ′′ ein zula¨ssiger Epimorphismus in Pn+1T X, also ein surjekti-
ver Morphismus von lokalfreien Moduln von endlichem Typ mit V ∈ PnTX und
V ′ = ker(V → V ′′) ∈Pn+1T X. Ist t ∈ T , so ergibt der Ausschnitt
Riw∗(V ⊗OX t) −→ Riw∗(V ′′ ⊗OX t) −→ Ri+1w∗(V ′ ⊗OX t)
der langen exakten Sequenz fu¨r die ho¨heren direkten Bilder, daß Riw∗(V ′′⊗OX t) = 0
ist fu¨r i > n, denn in diesem Fall verschwinden die rechte wie auch die linke Seite
dieser Sequenz.
Um die zweite Bedingung nachzupru¨fen, sei OX(1) relativ sehr ampel bezu¨glich
w. Da OX(1) auch relativ ampel bezu¨glich w ist, gibt es zu jedem t ∈ T ein k(t)
mit Riw∗(t⊗OX OX(k)) = 0 fu¨r i > 0 und k ≥ k(t). Da T endlich ist, kann man ein
gemeinsames k0 mit k(t) = k0 finden. Nach eventueller Vergro¨ßerung von k0 existiert
zu einem lokalfreien OX-Modul von endlichem Typ V ′ ∈Pn+1T X ein Epimorphismus
O⊕rX −→ V ′∨(k0)
und somit ein zula¨ssiger Monomorphismus
V ′ = V ′∨∨ −→ OX(k0)⊕r.
Nach Voraussetzung gilt aber Riw∗(t ⊗OX OX(k0)⊕r) = Riw∗(t ⊗OX OX(k0))⊕r = 0
fu¨r alle i > 0, t ∈ T , und somit gilt OX(k0)⊕r ∈P0TX ⊆PnTX.
2.3. Die K-theoretische Extension. Teil I. Es sei w : X → S ein pro-
jektiver, glatter Morphismus von noetherschen Schemata, PX (resp. MS) die
exakte Kategorie der lokalfreien OX- (resp. koha¨renten OS-) Moduln. Es sei wei-
ter F • ein beschra¨nkter, kohomologischer Komplex von koha¨renten Garben auf X,
F+ =
⊕
i∈ZF
2i, F− =
⊕
i∈ZF
2i+1 und T = {F i|i ∈ Z}. Die kanonische In-
klusion PTX ⊆ PX induziert nach Proposition 2.2.1 eine Homotopiea¨quivalenz
QPTX → QPX, und nach Wahl von T hat man exakte Funktoren
F± :PT (X) −→M (S), V 7−→ w∗(V ⊗OX F±).
Diese sind additiv und induzieren damit per Funktorialita¨t stetige Abbildungen
RF± : RPTX −→ RMS derart, daß das Diagramm
RPTX
RF±−−−→ RMS
'
y 'y
BQPTX
BQF±−−−−→ BQMS
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mit homotopiea¨quivalenten vertikalen Morphismen kommutiert. Insbesondere erha¨lt
man ein kommutatives Diagramm
pii+1(RPTX, ∗) pii+1(RF
±)−−−−−−→ pii+1(RMS, ∗)
∼=
y ∼=y
Ki(PTX)
Ki(F
±)−−−−→ Ki(MS)
fu¨r die zugeho¨rigen K-Gruppen und daher mit der kanonischen Isomorphie
Ki(PTX) ∼= Ki(PX) = Ki(X) eine Beschreibung der Gruppenhomomorphismen
Ki(F
±) : Ki(X)
·[F±]−−−→ K ′i(X) w∗−−−→ K ′i(S)
auf topologischem Niveau. Die Differenz Ki(F
+) − Ki(F−) dieser K-theoretischen
Abbildungen kann nun wie folgt beschrieben werden: Da fu¨r H-Ra¨ume X die in-
duzierte Verknu¨pfung auf den Fundamentalgruppen mit der gewo¨hnlichen Grup-
penstruktur u¨bereinstimmt und die kanonische Abbildung RMS → BQMS ein
Morphismus von H-Ra¨umen ist, so induziert die stetige Abbildung RF+ + i(RF−),
wobei i die kanonische Homotopieinverse fu¨r die H-Gruppenstruktur auf RMS ist,
die betrachtete Differenz. Weiter hat man sogar die Mo¨glichkeit, eine lange exakte
Sequenz zu konstruieren:
Definition 2.3.1 (Bloch, [Bl2]). In der gegeben Situation bezeichne Fib(F •, w)
die Homotopiefaser der stetigen Abbildung
RF+ + i(RF−) : RPTX −→ RMS.
Fu¨r i ≥ 0 sei
EKi (F
•, w) = pii+1(Fib(F •, w), ∗),
wobei (Fib(F •), w) mit seiner kanonischen Punktierung versehen sei.
Die lange exakte Sequenz der ho¨heren Homotopiegruppen fu¨r die Faserung
((Fib(F •), w), ∗) −→ (RPTX, ∗) −→ (RMS, ∗)
ist dann
EKi (F
•, w) −−−→ Ki(X) −−−→ K ′i(S) −−−→ EKi−1(F •, w) −−−→ · · ·
−−−→ K0(X) −−−→ K ′0(S).
Es sei nun f : S ′ → S ein flacher Morphismus von noetherschen Schemata (nicht
notwendig von endlichem Typ), X ′ = X ×S S ′ und w′ : X ′ → S ′, f ′ : X ′ → X
die durch Basiswechsel entstehenden Morphismen. Es sei weiter F ′• = f ′∗F • der
zuru¨ckgezogene Komplex F auf X ′ und T ′ = {F ′i|i ∈ Z}. Nach dem Satz u¨ber fla-
chen Basiswechsel [H], Proposition III.9.3, fu¨r separierte Morphismen von endlichem
Typ zwischen noetherschen Schemata ist die kanonische Basiswechselabbildung
Riw′∗(f
′∗(G )) ∼= f ∗Riw∗(G )
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fu¨r jeden quasikoha¨renten OX-Modul G ein Isomorphismus, und folglich gilt
Riw′∗(F
′i ⊗OX′ f ′∗(V )) = Riw′∗(f ′∗(F i ⊗OX V )) = f ∗(Riw∗(F i ⊗OX V )) = 0
fu¨r V ∈PTX. Daher bildet der exakte Funktor f ′∗ :PX →PX ′ die Unterkatego-
riePTX inPT ′X ′ ab, denn f ist als projektiver Morphismus separiert. Insbesondere
erha¨lt man mit
w′∗(F
′± ⊗OX′ f ′∗(V )) ∼= f ∗(w∗(F± ⊗OX V ))
ein homotopiekommutatives Diagramm von punktierten stetigen Abbildungen
(Fib(F •, w), ∗) //
Fib(F•,w,f)

(RPTX, ∗) //
Rf ′∗

(RMS, ∗)
Rf∗

(Fib(F ′•, w′), ∗) // (RPT ′X ′, ∗) // (RMS ′, ∗)
mit dem induzierten Morphismus Fib(F •, w, f) : Fib(F •, w) → Fib(F ′•, w′) auf
den Homotopiefasern. Damit ergibt sich die Kommutativita¨t des Diagramms der
zugeho¨rigen langen exakten Sequenzen:
· · · −−−→ EKi (F •, w) −−−→ Ki(X) −−−→ K ′i(S) −−−→ · · ·y y y
· · · −−−→ EKi (F ′•, w′) −−−→ Ki(X ′) −−−→ K ′i(S ′) −−−→ · · · .
Ist g : S ′′ → S ′ ein weiterer flacher Morphismus von noetherschen Schemata,
X ′′ = X ′ ×S′ S ′′, w′′ : X ′′ → S ′′, g′ : X ′′ → X ′ und F ′′• = g′∗(F ′•), so gibt es
wegen F ′′• ∼= (gf)∗(F •) eine kanonische Homotopie Fib(F ′•, w′, g)Fib(F •, w, f) '
Fib(F •, w, fg), und damit folgt die Funktorialia¨t von EKi fu¨r flache Abbildungen.
2.4. Die K1-Garbe. Es sei R ein noetherscher Ring. Nach Definition der K-
Gruppen fu¨r R gilt Kn(R) = pin(BGl(R)
+, ∗), n ≥ 0. Benutzt man den kanoni-
schen Isomorphismus fu¨r die Gruppenhomologie H1(G,Z) = Gab fu¨r eine Gruppe
G mit Werten in dem trivialen G-Modul Z, so erha¨lt man vermo¨ge des Hurewicz-
Isomorphismus und der definierenden Eigenschaft der +-Konstruktion eine Kette
von Isomorphismen
K1(R) = pi1(BGl(R)
+, ∗)→ H1(BGl(R)+,Z) ∼= H1(BGl(R),Z) ∼=
∼= H1(Gl(R), 1) ∼= Gl(R)ab.
Durch Komposition mit der Determinantenabbildung
det : Gl(R)ab = Gl(R)/[Gl(R), Gl(R)] −→ R×
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erha¨lt man einen Gruppenhomomorphismus
K1(R) −→ R×,
der kovariant funktoriell in R ist und dessen Kern SK1(R) im Allgemeinen nicht-
trivial ist. Ist R jedoch lokal, so ist die Determinantenabbildung ein Isomorphismus
([Sr], Ex. 1.6) und folglich ist auch K1(R)→ R× ein Isomorphismus.
Es sei nun X ein separiertes, noethersches Schema und Ui, i ∈ I, eine U¨ber-
deckung durch offene, affine Unterschemata. Die Funktorialita¨t der K-Theorie und
des Gruppenhomomorphismus K1(R)→ R× ergibt ein kommutatives Diagramm
K1(X) //
∏
i∈I K1(Ui)
////

∏
i,j∈I K1(Ui ∩ Uj)

0 // OX(X)× //
∏
i∈I OX(Ui)
× ////
∏
i,j∈I OX(Ui ∩ Uj)×
mit exakter unterer Zeile. Der rechte, vertikale Morphismus ist definiert, da der
Schnitt zweier offener affiner Unterschemata eines separierten Schemas wieder af-
fin ist. Damit erha¨lt man einen induzierten Gruppenhomomorphismus K1(X) →
Gm,X(X), der offensichtlich kontravariant funktoriell in X ist.
Definition 2.4.1. Fu¨r ein noethersches Schema X bezeichne Ki,X (bzw. K ′i,X) die
zur Pra¨garbe von abelschen Gruppen U 7→ Ki(U) (bzw. U 7→ K ′i(U)) assoziierte
Garbe.
Nach der universellen Eigenschaft der Garbifizierung einer Pra¨garbe erha¨lt man
daher einen kanonischen Homomorphismus von Garben K1,X → Gm,X . Mit diesen
Notationen gilt das folgende wohlbekannte
Lemma 2.4.2. Es sei X ein noethersches, separiertes Schema. Dann ist der kano-
nische Homomorphismus K1,X → Gm,X ein Isomorphismus von Garben abelscher
Gruppen.
Beweis. Die Behauptung ist halmweise nachzupru¨fen. Ist Ui = specAi, i ∈ I, das
System der offenen, affinen Umgebungen eines Punktes x ∈ X, gerichtet durch Inklu-
sion, so ist specOX,x der projektive Limes der Ui in der Kategorie der noetherschen
Schemata und es gilt OX,x ∼= lim−→i∈I Ai. Da die K-(bzw.K
′-)Theorie mit filtrier-
ten direkten Limites vertauscht ([Q], (12)), ergibt sich Kn,X,x = Kn(OX,x) (bzw.
K ′n,X,x = K
′
n(OX,x). Fu¨r n = 1 folgt fu¨r die oben definierte Abbildung die Faktori-
sierung
K1,X,x = K1(OX,x) ∼= O×X,x = Gm,X,x
und damit die Behauptung.
2.5. Die K-theoretische Extension. Teil II. Es sei w : X → S ein glat-
ter, projektiver Morphismus von noetherschen, regula¨ren Schemata. Betrachtet man
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nach 2.3. den Basiswechsel fu¨r offene Immersionen U → X, so erha¨lt man kontrava-
riante Funktoren
U 7−→ EKi (F •U , wU), (bzw. U 7−→ Ki(XU))
mit XU = X ×S U und wU : XU → U .
Definition 2.5.1. Die zu diesen Funktoren assoziierten Garben abelscher Gruppen
seien mit E Ki (F
•, X/S) (bzw. Ki(X/S)) bezeichnet.
Lemma 2.5.2. Es sei w : X → S ein glatter, projektiver Morphismus von noether-
schen, regula¨ren Schemata, wobei S als separiert angenommen sei. Dann ergibt die
zuvorstehende Konstruktion eine lange exakte Sequenz von abelschen Garben
· · · −−−→ E Ki (F •, X/S) −−−→ Ki(X/S) −−−→ Ki,S −−−→ · · ·
auf S.
Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daß Garbifizie-
rung ein exakter Funktor ist.
Wir wollen nun den Halm dieser Garbensequenz in einem Punkt s ∈ S berechnen:
Es sei f : S ′ = specOS,s → S die Lokalisierung von S in s, X ′ = X ×S S ′ und
F ′• = F • ⊗OS OS,s. Dann ist f flach und faktorisiert offenbar u¨ber jede Immersion
U ↪→ X eines offenen Unterschemas U von X, welches den Punkt s entha¨lt. Mit der
Funktorialita¨t von EKi aus 2.3. erha¨lt man ein kommutatives Diagramm
−−−→ E Ki (F •, X/S)s −−−→ Ki(X/S)s −−−→ (Ki,S)s −−−→
=
y =y =y
−−−→ lim−→U3sE
K
i (F
•
U , wU) −−−→ lim−→U3sKi(XU) −−−→ lim−→U3sKi(U) −−−→
αi
y βiy ∼=y
−−−→ EKi (F ′•, w′) −−−→ Ki(X ′) −−−→ Ki(S ′) −−−→ .
Lemma 2.5.3. Die Morphismen αi, βi sind Isomorphismen abelscher Gruppen.
Beweis. Wir seien U , V zwei offene, affine Umgebungen von s in S mit V ⊆ U .
Dann ist XV ↪→ XU ein affiner Morphismus und der projektive Limes lim←−U3sXU
existiert fu¨r offene, affine Umgebungen U von s (und damit aus Kofinalita¨tsgru¨nden
fu¨r alle offenen Umgebungen U von s). Da die U und damit auch die XU re-
gula¨r sind, so gilt wegen K = K ′ und der Stetigkeit der K ′-Theorie offenbar
lim−→U3sKi(XU) ∼= K
′
i(lim←−U3sXU). Es ist daher X
′ ∼= lim←−U3sXU zu zeigen. Da die
U¨bergangsabbildungen affin sind, kann man sich auf den Fall von Ringen zuru¨ck-
ziehen. Damit ist die Aussage aber klar, denn das Tensorprodukt vertauscht als
linksadjungierter Funktor mit direkten Limites. Folglich sind die βi und damit auch
die αi Isomorphismen.
Um nun Extensionen konstruieren zu ko¨nnen, brauchen wir noch das folgende
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Lemma 2.5.4 (Bloch,[Bl2]). Es sei S das Spektrum eines diskreten Bewertungs-
ringes R der Charakteristik 0, X ein glattes, projektives S-Schema mit Strukturmor-
phismus w : X → S, F • ein endlicher, homologisch trivialer Komplex von koha¨ren-
ten Garben (d.h. ch(F+)−ch(F−) = 0 ∈ H2•e´t (X¯,Ql(•)) fu¨r alle Primzahlen l) und
T = {F i|i ∈ Z}. Dann gilt fu¨r die durch
RPTX → RMS, V 7−→ w∗(V ⊗OX F+) + i(w∗(V ⊗OX F−)
induzierten K-theoretischen Abbildungen:
i) K0(X)→ K0(S) ist die Nullabbildung.
ii) Das Bild von K1(X) −→ K1(S) ∼= R besteht aus Torsionselementen.
Beweis. Die Aussage i) ist [Bl2], Bemerkung 1.7. Der Beweis von ii) ([Bl2], Pro-
position 1.5) reduziert die zu zeigende Aussage auf den Fall R = C und benutzt
ein Riemann-Roch Theorem fu¨r die Deligne-Kohomologie. Dies erkla¨rt die Ein-
schra¨nkung auf den Charakteristik 0 Fall.
Das folgende Ergebnis ist eine garbentheoretische Verallgemeinerung der von
Bloch in [Bl2], Prop. 1.3, Cor. 1.4, gegebenen Konstruktion von Extensionen mit
diskreten Bewertungsringen als Basis:
Satz 2.5.5. Es sei S eine glatte Kurve u¨ber einem Ko¨rper k der Charakteristik
0, w : X → S ein glattes, projektives Schema u¨ber S und F • ein beschra¨nkter,
homologisch trivialer Komplex von koha¨renten Garben auf X. Bezeichnet fu¨r eine
Garbe G abelscher Gruppen GQ die mit Q tensorierte Garbe, so erha¨lt man eine zu
F • assoziierte Gm,S,Q-Extension der Garbe K0(X/S):
E K(F •, X/S) : 0 −→ Gm,S,Q −→ E K0 (F •, X/S)Q −→ K0(X/S)Q −→ 0.
Weiter gilt:
i) Die Extension E K(F •, X/S) ha¨ngt nur von der Homologie des Komplexes
F • ab, d.h. man hat einen kanonischen Isomorphismus E K(F •, X/S) ∼=
E K(H•(F •), X/S).
ii) Zu einer kurzen exakten Sequenz
0 −→ F ′• −→ F • −→ F ′′• −→ 0
von beschra¨nkten Komplexen von homologisch trivialen Komplexen koha¨renter
Garben hat man einen kanonischen Isomorphismus von Extensionen
E K(F ′• ⊕F ′′•, X/S) ∼= E K(F •, X/S).
Dieser ha¨ngt nur von F •,F ′•,F ′′•, nicht aber von der Extension
0→ F ′• → F • → F ′′• → 0, ab.
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Beweis. Es S ′ die Lokalisierung von S in einem abgeschlossenen Punkt,
w′ : X ′ → S ′ der Basiswechsel von w : X → S und F ′• = F • ⊗S′ OX′ . Be-
trachtet man die lange exakte Sequenz zu F , so berechnet sich der Halm dieser
Sequenz an s ∈ S mit 2.5.3 zu
K1(X) −→ K1(S ′) −→ EK(F ′•, w′) −→ K0(X ′) −→ K0(S ′).
Tensorieren mit Q ergibt (zusammen mit der Tatsache, daß Lokalisierung flach ist
und Tensorieren mit direkten Limites vertauscht) mit Lemma 2.5.4 den Halm von
E K(F •, X/S) in s. Daher ist die Halmsequenz von E K(F •, X/S) exakt in allen
abgeschlossenen Punkten von S und damit ist E K(F •, X/S) u¨berhaupt exakt.
Es sei
0 −→ F ′• −→ F • −→ F ′′• −→ 0
eine lange exakte Sequenz von homologisch trivialen Komplexen auf X und S
zuna¨chst ein beliebige regula¨re, noethersche Basis. Nach [Bl2], Prop. 1.3, gibt es eine
kanonische Homotopiea¨quivalenz zwischen den Homotopiefasern Fib(F ′•⊕F ′′, w) '
Fib(F •, w), die funktoriell fu¨r flache Basiswechsel ist. Nach Garbifizieren folgt ii).
Bezeichnet Z•(F ) (bzw. B•(F ), H•(F )) die Zykel (bzw. Ra¨nder, Homologie) von
F •, so gilt nach ii)
E K(F •, X/S) = E K(Z•(F •)⊕B•(F •)[1], X/S)
=E K(H•(F •)⊕B•(F •)⊕B•(F •)[1], X/S) = E K(H•(F •), X/S)
Dabei gilt letzte Gleichung, denn es ist offenbar RF+ + i(RF−) = 0 fu¨r jeden
Komplex F • der Form F • = B• ⊕B•[1].
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